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KỸ NĂNG SỬ DỤNG CASIO 
TRONG GIẢI TOÁN 


(Bùi Thê Việt - THPT Chuyên Thái Bình) 


Trong các dụng cụ học tập được phép mang vào phòng thi trong các kỳ thi 
đại học, kỳ thi THPT Quốc Gia thì máy tính cầm tay là dụng cụ không thể 
thiếu giúp chúng ta tính toán nhanh chóng. 

Tuy nhiên, máy tính cầm tay sẽ là trợ thủ đắc lực để giải toán, đặc biệt là 
giải Phưong Trình, Hệ Phưong Trình, Bất Phưong Trình, ... hay kể cả là Bất 
Đẳng Thức. 

Mình (tác giá - Bùi Thế Việt) là một người rất dam mê vói những kỹ năng, 
thủ thuật sử dụng máy tính cầm tay trong giải toán. Mình đã áp dụng nó 
vào đề thi THPT Quốc Gia 2015. Chỉ trong 3-5 phút, mình đã đưa ra lòi 
giải chính xác cho câu Phưong Trình Vô Tỷ và cũng chỉ gần 1 giò, mình đã 
hoàn thành xong bài làm vói điểm số tuyệt đối, là 1 trong 85/671.149 người 
được điểm tối đa. 

Vậy sử dụng sao cho hiệu quả ? Hãy đến vói chuyên đề Kỹ Năng Sử Dụng 
CASIO Trong Giải Toán. 

Chuyên đề này chưa phải là tất cả những Thủ Thuật mà mình đưa tói cho 
bạn đọc. Tuy không nhiều nhưng các thủ thuật dưới đây sẽ mang tói sự kỳ 
diệu mà chiếc máy tính CASIO có thể mang lại. 


Chuyên đề sẽ giói thiệu 8 thủ thuật CASIO hay dùng trong việc giải toán : 

• Thủ thuật sử dụng CASIO để rút gọn biểu thức 

• Thủ thuật sử dụng CASIO để giải phưong trình bậc 4 

• Thủ thuật sử dụng CASIO để tìm nghiệm phưong trình 

• Thủ thuật sử dụng CASIO để phân tích đa thức thành nhân tử một ẩn 

• Thủ thuật sử dụng CASIO để phân tích đa thức thành nhân tử hai ẩn 

• Thủ thuật sử dụng CASIO để giải hệ phưong trình 

• Thủ thuật sử dụng CASIO để tích nguyên hàm, tích phân 

• Thủ thuật sử dụng CASIO để giải bất đẳng thức 
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THỦ THUẬT 1: THỦ THUẬT sử DỤNG CASIO 
ĐÊ RÚT GỌN BIỂU THỨC 


Bài V. Giải Phương trình: 

■sịlx 

-1 + x 2 -3x + 1 = 0 

(đê thi Đại Học khối D năm 2006) 

Điều kiện xác định: X £ 

"l ^ 

— ;+00 

l_2 J 


Thông thường với dạng toán này, ta sẽ bình phương hoặc đặt ẩn để đưa về 
phương trình bậc 4. 


* Hướng 1 : Bình phưong hai vế: 


V2x-1 + X 2 - 3x +1 = 0 
=> 2x -1 - (-X 2 + 3x -1) 2 = 0 


^-x 4 +6x 3 -11x 2 +8x-2 = 0 
Hướng 2 : Đặt âh phụ : Đặt t = V2x-1 > 0 => X = 

y/2x-ì +x 2 -3x + l = 0 


t 2 +l 


ta được : 


<=>t + 


r t 2 +ỉ^ 


-3 


r t 2 +1 A 


+ 1 = 0 


y 


t 4 - 1 

^ —-t 2 + t-- = 0 


? Làm thế nào để rút gọn biểu thức một cách nhanh chóng : 

2x -1 - (-X 2 + 3x -1) 2 = -X 4 + 6x 3 -1 lx 2 + 8x - 2 


t + 


r t 2 +ì^ 


2 J 


G 2 +U 

2 y 


+i=L-t 2 +t-t 


Nếu bạn chưa biết Thủ Thuật Sử Dụng Casio Đê Rút Gọn Biểu Thức, 

chắc hẳn bạn sẽ phải kỳ công ngồi nháp. Và đôi khi bạn cũng sẽ gặp những 
sai sót. 

Tuy nhiên, nếu bạn sử dụng CASIO, mọi chuyện sẽ đon giản hon bạn nghĩ. 


► Ý tưởng: 

Ta sẽ xét biểu thức khi X = 1000. Dựa vào chữ số hàng đon vị, hàng nghìn. 


hàng triệu, hàng tỷ,... ta sẽ tìm được hệ số tương ứng với hệ số tự do, hệ số 

h A. N 2 1 Ạ Ạ/ 3 

ẹ SO X , hệ so X ,... 
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Ví dụ xét: f(x) = ax 3 +bx 2 +cx + d thì /(1000) = tf00£>00c00d «10 9 tf 
f (1000) 

Suy ra a» ———^ . 

__ 10 9 _ 

? Làm thế nào để tính giá trị biểu thức khi X = 1000. 

Cách nhanh nhất là sử dụng phím CALC để gán giá trị 
Ví dụ khi ta nhập một biểu thức ẩn X , ta ấn CALC và cho X = 1000 và ấn 
"=" thì máy tính sẽ hiển thị kết quả của biểu thức khi X = 1000 
Để hiểu rõ hon, vui lòng xem cách làm duói đây. 

► Thực hiện: 


a) Ta muốn rút gọn biểu thức f(x) = 2x-l-(-x 2 +3x-l) 2 , ta lần luợt 
tính nhu sau: 


Ta có : 

f(l000) =-9,94010992-10 11 *-10 12 =-x 4 
f (1000) + X 4 = 5989007998 « 6 -10 9 = 6x 3 
f (1000) + X 4 - 6x 3 = -10992002 * -11 • 10 6 = -1 lx 2 
f (1000) + X 4 - 6x 3 +1 lx 2 = 7998 * 8 • 10 3 = 8x 
f (1000) + X 4 - 6x 3 +1 lx 2 - 8x = -2 
=> f (x) = -X 4 + 6x 3 - llx 2 + 8x - 2 


b) 


Vậy đáp số: 2x-l-(-x 2 + 3x — ỉ) 
Ta muốn rút gọn biểu thức f(x) 


= -X 4 + 6x 3 -1 lx 2 + 8x - 2. 


= x + 


r x 2 +l ^ 2 


V 2 y 


v+o 

V 2 y 


+ 1, ta sẽ 


nhân biểu thức trên với 4 để hệ số của f(x) đều là số nguyên. 

Ta có : 

4f (1000) = 9,99996004 • 10 11 * 10 12 = X 4 
4f (1000) - X 4 = -3996001 * -4 • 10 6 = -4x 2 
4f (1000) - X 4 + 4x 2 = 3999 * 4 • 10 3 = 4x 
4f (1000) - X 4 + 4x 2 - 4x = -1 
^>4f(x) = x 4 -4x 2 +4x-l 

_ _ c{ X _ X 4 2 , „ 1 

=>f(x) = ---x +X-- 
w 4 4 


Vậy đáp số: x + 


''x 2 + C 


^x 2 + C 


, , _ X 4 , 1 

+ 1 = —-X + X —— . 

4 4 
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► Phân tích hướng giải: 

? Làm thế nào để giải quyết nốt bài toán trên ? 

Hãy từ từ, đọc hết chuyên đề này rồi xem lại bài toán trên, chắc chắn bạn 
đọc sẽ có cái nhìn hoàn toàn khác về những bài tập dạng này. 

Hãy thử xem qua các lòi giải sau : 

► Cách 1: Nhân liên hợp hoàn toàn: 

Ta có : 

V2x-1 + x 2 -3x + 1 = 0 


<=>(x-l)(x-2) + (>/2x-l-l) = 0 

2 


^(x-1) 

^(x-1) 


X-2 + 


V 


X — 1 — 




(x-ự 


V2X-1+1 
V2X-1-T 
V2x-l + l y 

2 

(V2x-l+l) 2 


0 


0 


= 0 


► Cách 2 : Nhân liên hợp không hoàn toàn: 
Ta có : 

>/2x-1 + x 2 -3x + 1 = 0 

(x-l)(x-2) + (V2x-l-l) = 0 


«• 


ị(V2x-l-l)(V2x-l + l)(x-2) + (V2x-l-l) = 0 


<^> -yglx- 1 - lj^VZX-l+lj(X-2J + ^V2X- 

<=> n/2x -ì - l)Ị(V2x -1 + l)(x - 2) + 2j = 0 
<=>|(V2x-l-l)((V2x-l + l)(x-l)-V2x-l+lj = 0 

Ị _ í _ 2 ^ 

»7 V2x-l-l)(x-l) V2X-1 + 1- , =0 

2 ^ X V 2x-l+lJ 

<=>|(V2x-l-l)(x-l)(V2x-l+l-V2)(V2x-l + l + V 2 ) = 0 

► Cách 3 : Phần tích thành nhân tử không hoàn toàn: 

V2x-1 + x 2 -3x + 1 = 0 


<=>ỊV 2 X-I + x-lj|V2x-l -xj = 0 

► Cách 4 : Phần tích thành nhân tử hoàn toàn: 
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V 2x-1 + x 2 -3x + 1 = 0 


^ì(V2x-l + x-l)(V2x-l-l) 2 =0 

► Cách 5 : Bình phương hai vế: 

a/2x-1 + x 2 -3x + 1 = 0 


^2x-1 = (x 2 -3x + i) 2 
<=>-(x 2 -4x + 2)(x-1) 2 =0 
► Các/í 6 : Đặt ẩn phụ hoàn toàn: 


Đặt t = V2v-1 => X = ——— . Vậy ta có : 


V2x-1 + x 2 -3x + l = 0<íí>t + 


r t 2 +l ^ 2 


V 2 y 


^t 2 +0 

V 2 y 


+ 1 = 0 


«i(t+2t-l)(t-l)+0 

► Cách 7: Đặt ẩn phụ không toàn toàn: 

Đặt t = yj2x — ì . Vậy ta có : 

V2x-1 + x 2 -3x + 1 = 0 
<» X 2 -t 2 =x-t 
<^>(t-x)(t + x-l) = 0 

► Cách 8 : Đặt ẩn phụ đưa vê hệ phương trình: 

Đặt y - V2x —1. Ta có hệ phương trình : 

— 3x +1 + y = 0 
y 1 - 2x + 1 = 0 

Lấy PTỢ)-PT(2) ta được : 

ị^x 2 - 3x + 1 + y j - [y 1 - 2x + 1 j = 0 
o(x + y-í){x-y) = ữ 

8 cách làm trên tuy có khác nhau về cách trình bày nhưng về bản chất thì 
giống nhau. Đó là cùng xuất phát từ một thứ gọi là "nhân tử". Khi có nhân 
tử, chúng ta biết được biểu thức nào cần nhóm để đặt ẩn phụ, nhân liên 
hợp, phân tích nhân tử. Để hiểu rõ hơn, bạn đọc hãy đọc các thủ thuật tiếp 
theo rồi quay lại xem bài toán này và thử làm những bài tập tương tự. 

Một số bài tập tương tự : 

1. X 2 - 2x + 2 + xVx-l =0 
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2. 2x 2 +15x + 2 = (6x + ll) A /2x-T 

3. * 2 + 24* + 35 = 4(2* + 7)VĨT2 

4. 4x 2 -13x + 14 = 4(x - 2) 73 *-2 


Bài 2: Giải phương trình: 

(x + 4) 2 -óVx 3 +3x =13 

(đê thi thử Đại Học ĩân 3 khôi B THPT Ngô Gia Tự - Bắc Ninh năm 2013) 
Điều kiện xác định: X e [0,+oo). 

► Ý tưởng: 

Tương tự bài 1, ta cũng sẽ sử dụng máy tính CASIO đê rút gọn phương 
trình bậc 4 sau : 



(x + 4) 2 -13 


-36(x 3 + 3x) 


► Thực hiện: 


Ta làm các bước như bài 1 : 

Ta có : 

f (1000) = 9,8006994 • 10 11 »10 12 =x 4 
f (1000) -X 4 = -1,993005999• 10 10 « -20• 10 9 = -20x 3 
f (1000) - X 4 + 20x 3 = 69940009 * 70 • 10 6 = 70x 2 
f (1000) - X 4 + 20x 3 - 70x 2 = -59991 * -60 • 10 3 = -60x 
f (1000) - X 4 + 20x 3 - 70x 2 + 60x = 9 
=> f (1000) = X 4 - 20x 3 + 70x 2 - 60x + 9 


Kết luận : 


-|2 

(x + 4) 2 - 13 ‘ - 36(x 3 + 3x) = X 4 - 20x 3 + 70x 2 - 60x + 9 


► Phân tích hướng giải: 

Vậy bài toán đã cho chỉ đơn giản là việc giải phương trình bậc 4 : 

X 4 - 20x 3 + 70x 2 - 60x + 9 = 0 

Cách giải phương trình bậc 4 bằng máy tính cầm tay ở các thủ thuật tiếp 
theo. 

Ngoài ra có vô vàn cách giải khác tương tự như bài 1. Tuy nhiên chúng ta 
nên để ý cách giải phương trình này bằng việc phân tích nhân tử vì đó là ý 
tưởng ra đề của rất nhiều bài toán khó. 

► Cách 1: Bình phương hai vế: 

Ta có : 
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(x + 4) 2 -ỏVx 3 +3x =13 

(x + 4) 2 -13] 2 -36(x 3 +3x) = 0 


^ X 4 - 20x 3 + 70x 2 - 60x + 9 = 0 

<=> (x-l)(x-3)Ịx 2 -16 x + 3) = 0 

► Cách 2 : Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

(x + 4) 2 -6^Ịx[x 2 +3)-13 

= Ụx 2 + 3- 4^Ụx 2 + 3- 2 Vĩ j 
Một số bài tập tương tự : 

1 . X 2 +15x+ 1 = 8^1 X 3 + X 

2. X 2 - 2x + 3 = *Jx^-3x 

3. 7 ^-ì3x + 8 + 8^2^Ã^Ã = 0 

4. 4x 2 + 6x +1 = 4 V X 2 +1^1 X 2 + 2x 


Bài 3: Giải phương trình: 

X 5 + 6x 4 - 7x 3 - 29x 2 +16x - 2 = 0 

Điều kiện xác định: X e R. 

► Ý tưởng: 

Thông thường những bài tập giải phương trình kiểu này thường có một 
hướng giải nhanh gọn. Đó là 'Thân Tích Thành Nhân Tử". 

Muốn phân tích được thì ta phải biết được nhân tử của bài toán. 

? Làm thế nào để tìm ra nhân tử của bài toán ? 

Bằng thủ thuật CASIO, ta dễ dàng tìm ra nhân tử của bài toán này là 
(x 2 + 6x - 2 Ị . Nhưng để tìm được thì bạn đọc hãy đợi tói các thủ thuật sau. 

Tóm lại là ta muốn tìm nhân tử còn lại của bài toán, hay chính là thương 
của phép chia : 

,, X X 5 +6x 4 -7x 3 -29x 2 + 1ÓX-2 

f ( x ) =- 2 - / _ \ - 

X + 6x - 2 


► Thưc hiên: 
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rjn . U . A , X 5 +6x 4 -7x 3 -29x 2 +1ÓX-2 _ 

Ta coi biêu thức --—---- chí là một đa thức an X và 

x 2 +6x-2 


làm tương tự bài 1 : 

f (1000) = 999995001 * 10 9 = X 3 
f(l000)-x 3 =-4999«-5-10 3 =-5x 
f(l000)-x 3 +5x = l 


Vậy ta được : 


X 5 + 6x 4 - 7x 3 - 29x 2 + 16x - 2 
X 2 +ÓX-2 


= x 3 -5x + 1 


► Phân tích hướng giải: 

Sau khi chia đa thức, ta được : 

X 5 + 6x 4 -7x 3 - 29x 2 + 16x - 2 = (x 3 - 5x + l)(x 2 + 6x - 2 ) 

Để giải phương trình bậc 3 : X 3 - 5x +1 = 0 thì hãy đón xem thủ thuật giải 
phương trình bậc 3 ở dưới 
Vậy ta có lời giải như sau : 

► Lài giải: 

Ta có : 

X 5 + 6x 4 - 7x 3 - 29x 2 +16x - 2 = 0 


<=>(x 3 -5x + l)(x 2 +6x-2) = 0 

Xét đa thức : 

g(x) = x 3 -5x + l 

Vì g(x) bậc 3 nên g(x) = 0 có tối đa 3 nghiệm. Chỉ ra 3 nghiệm này là : 
2 


* V, 


= — VĨ5cos 
3 


* X, 


* X, 


=4VĨ5, 


cos 


= ịjĨ5, 


cos 


(1 

r 

ĩsíĩEXị 

- arccos 


3 

V 

50 

V 

J ) 

(1 

í 

3vnn 

- arccos 


3 

V 

50 

V 

/ 

( 1 

( 

1 

u> 

_ã 

1 

- arccos 


ụ 

V 

50 J 


2 n 


3 

2 n 


7 


Bài toán được giải quyết hoàn toàn. 


Hy vọng qua 3 bài toán cơ bản trên, bạn đọc hình dung được lợi ích của 
việc sử dụng máy tính cầm tay trong việc rút gọn biểu thức khi giải toán. 
Một số bài tập tương tự : 
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1. 

2. 

3. 

4. 

X 4 + 2x 3 -6x 2 -x + 2 = 0 

X + X + 3x + X — 2 = 0 

2x 5 + 2x 4 - 5x 3 + 2v 2 - 4x - 2 = 0 

X 6 +6x 5 -\-lx 4 -24x 3 -12x 2 -64x-ì6 = 0 



THỦ THUẬT 2 : THỦ THUẬT sử DỤNG CASIO ĐÊ 
TÌM NGHIỆM PHƯONG TRÌNH 


Bài 1: Giải Bất Phuong Trình: 

300x 2 - 40x - 

2-Vl0x-l-V3-10x 

Vl + x+Vl-x-2 

(đê thi thử Đại Học lân 2 THPT Quỳnh Lưu 1 - Nghệ An năm 2013) 

Điều kiện xác định: X G 

“13" 

ĨÕ ; ĨÕ 

/{0}. 


► Ý tưởng: 
Ta luôn có : 


Vl + X + V 1-x < 


^2(l + x + l-x) = 2Vx e 


10 ; 10 


Quan trọng nhất bây giờ là giải quyết bất phuơng trình : 

300x 2 - 40x - 2 - VlOx -1 - V3 - lOx > 0 
Thông thuờng với dạng toán này, ta sẽ nhân liên hợp với nghiệm của bài 
toán. 

? Làm thế nào để tìm các nghiệm của phuong trình : 

300x 2 - 40x - 2 - VlOx — 1 — V3 — lOx = 0 
Sử dụng phím SOLVE để tìm nghiệm, nhung có lẽ vói một số bạn, phím 
SOLVE cho ta đúng một nghiệm của bài toán. Vậy với bài toán có nhiều 
nghiệm thì sao ? Làm thế nào để biết bài toán chỉ có một nghiệm duy nhất ? 
Để hiểu rõ hon, bạn đọc hãy xem cách làm duói đây : 

► Thực hiện: 

• Ta viết biểu thức 300x 2 - 40x - 2 - Vl0x-1 - V3-10x = 0 lên máy 
tính 

• Ấn SOLVE để tìm nghiệm, máy hỏi X ? . 

• Nhập Ạ- để tìm nghiệm gần nhất. 

F 10 6 6 10 
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Máy cho nghiệm X — 0.2 = ^ 

Ấn SOLVE để tìm nghiệm, máy hỏi X ? . 

3 .3 

Nhập để tìm nghiệm gần — nhất. 

10 10 

Máy cho nghiệm X = 0.2 = ^ 


Vậy ta có thể kết luận : Phưong trình 

300x 2 - 40x - 2 - Vl0x-1 - V3-10x = 0 có nghiệm duy nhất X = ^. 

► Phân tích hướng giải: 

Khi biết X = — là nghiệm duy nhất của phuong trình, ta chắc chắn sử dụng 

đuợc phuong pháp nhân liên hợp. Ngoài ra, nếu bạn đọc thủ thuật giải 
phuong trình vô tỷ bằng CASIO, ta có thể có thêm những cách làm khác. 

► Cách 1: Nhân liên hợp hoàn toàn: 

Ta có : 

300x 2 - 40x - 2 - VlOx -1 - -s/3 - lOx > 0 


( \ \ 

<=>(10x-2) 30x + 2— 

v \ VlOx-1+1 V3-10X+1 


>0 


d , Vl0x-1 1 

•w> (1 Ox — 2Ì 30x +1H— , — - 1 — — — 

1 VlOx-1 + 1 V3-10X + 1 


>0 


► Cách 2 : Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

300x 2 - 40x - 2 - VlOx -1 - a/ 3 - lOx > 0 

300x 2 - 40x - 3 - V3 - 10x - Ị%/lOx -1 -1 j > 0 

<^(l- N /3-10x)((30x + 2) N /3-10x + 30x + 3)-(Vl0x-l-l)>0 
(30x + 2)^3-10x +30x + 3 1 


<=>(l0x-2) 


<=>(l0x-2) 


l + ^/3-10x VlOx-1+1 

(30x +1) ^3 - lOx + 30x + 2 VlOx -1 


1 + ^3-lOx 


VlOx-1+1 


>0 


>0 


Một sô bài tập tuong tự : 

1. X 2 - 2x - 2 + 2-yj2x -1 + V2 - X = 0 
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2. X + 2x + 7 + 2 V X + 3 + 3yj'2x + 5 — 0 

3. X 2 + llx-12-3(x + 2), s /4x + l + 1 W* * + 2 = 0 

4. X 3 -x-14-ổV* 2 - 5 + 2 V 1 O-X 2 =0 


Bài 2: Giải Phương Trình: 

2x(x-2) = 3Vx 3 +1 

(ífề í/ỉ/ f/zử Đại Học ĩân 1 Khối D THPT Tuy Phước - Bình Định năm 2013) 

Điều kiện xác định: X G [-l,+oo). 

► Ý tưởng: 

Tương tự bài 1, ta sẽ tìm nghiệm để nhân liên hợp thử xem. 

► Thực hiện: 

• Ta viết biểu thức 2x(x - 2 ) - 3-s/x 3 +1 = 0 lên máy tính 

• Ấn SOLVE để tìm nghiệm, máy hỏi X ? . 

• Nhập —1 để tìm nghiệm gần —1 nhất. 

• Máy cho nghiệm X = —0.541381265 

• Lưu nghiệm này vào A bằng cách ấn X + Shitt STO + A 

• Tương tự tìm nghiệm gần 10 nhất 

• Máy cho nghiệm X = 5.541381265 

• Lưu nghiệm này vào B bằng cách ấn X + Shitt STO + B 

• Tương tự tìm nghiệm gần 2.5 nhất 

• Máy cho nghiệm X = 5.541381265 

• Đây chính là nghiệm B 

Vậy ta có thể kết luận : Phương trình 2x(x - 2 ) - 3Vx 3 +1 = 0 có hai nghiệm 


là X = A và X = B. 


? Làm thế nào để viết nghiệm A, B dưới dạng vô tỷ ? 

Đơn giản chỉ cần làm một trong hai cách sau : 

• Cách 1 : ta thấy 

A, B là nghiệm của phương trình : X 2 - 5X - 3 = 0 

• Cách 2 : ta thấy A<B nên ta luôn có : 

A + B-ự(A-B) 2 _5-V37 A + B-^A-B) 2 _ 5 + V 37 

2 2 2 2 


JA + B = 5 
IAB = -3 


Ta được 2 nghiệm của bài toán này là 


5 + V 37 5 -V 37 

——— và 1 -—— 


2 


2 
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► Phân tích hướng giải: 

? Làm thế nào để nhân liên hợp với nghiệm vô tỷ ? 

Rất đơn giản, hãy xem cách làm dưới đây : 

Ta thấy : khi X = + thì Vx 3 +1 = ^86+ 14^27 = 7 + V 37 = 2x + 2 

Vậy ta chỉ cần nhân liên hợp ỊVx 3 + ĩ - 2x - 2^. 

► Cách 1: Nhân liên hợp hoàn toàn: 

Ta có : 


2x(x-2) = 3a/x 3 +1 
<^2x 2 -10x-6 = 3ỊVx 3 +1-2x-2Ị 

<=> 2x 2 - lOx -6 = 3Vx+I(Vx 2 -x + 1-2a/^+T j 

( n I -~T \ 


3V^n 


<íí> (x 2 -5x-3Ì - Ị— - 

V vx 2 — X + 1 + l\Ịx + ì 

o (x 2 -5x-3)|Vx 2 -x + 1 + Vx + lj = 0 


= 0 


► Cách 2 : Phân tích thành nhân tử: 
Ta có : 


2x(x-2) = 3Vx 3 +1 

<^>^2Vx 2 - x + l+Vx + ljỊVx 2 -x + l -2Vx + lj = 0 

Một số bài tập tương tự : 

1. X 2 -1ÓX-14 + 2 V * 3 +1 = 0 

2. 2x 2 +5x-l-7V* 3 -l=0 

3. x~ — 5x + l + "\/x + x~ +1=0 

4. 8x - 4 V 3 + 3 -v/x 4 + 4xV3 +1=0 


Bài 3: Giải Phương Trình: 

x(4x 2 +l) + (x-3)V5-2x =0 

(đê thỉ thử Đại Học ĩân 1 Khối A + AI THPT Tuy Phước - Bình Định năm 2013) 


Điều kiện xác định: X G 
► Ý tưởng: 


-00; 
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Tương tự bài 1, ta vẫn sẽ tìm nghiệm để nhân liên hợp. 

► Thực hiện: _ 

• Ta viết biểu thức x^4x 2 +1) + (x - 3) yj5- 2x = 0 lên máy tính 

• Ấn SOLVE để tìm nghiệm, máy hỏi X ? . 

• Nhập —10 để tìm nghiệm gần —10 nhất. 

• Máy cho nghiệm X = 0.895643923 

• Lưu nghiệm này vào A bằng cách ấn X + Shitt STO + A 

• Tương tự tìm nghiệm gần 2.5 nhất 

• Máy cho nghiệm X = 0.895643923 

• Tương tự tìm nghiệm gần —6 nhất 

• Máy vẫn cho nghiệm X = 0.895643923 

Vậy ta có thể kết luận : Phương trình x^4x 2 +lj + (x-3)V5-2x =0 chỉ có 
nghiệm duy nhất là x = A. 

? Làm thế nào để viết nghiệm A dưới dạng vô tỷ ? 

Tương tự bài 2, ta cũng sẽ tìm số vô tỷ B để thỏa mãn A + B <E Q. Nhưng 
B sẽ không thỏa mãn phương trình ban đầu, mà thỏa mãn phương trình 
khi đã đổi dấu trước căn. Tức B là nghiệm của phương trình : 

x(4x 2 +l)-(x-3)V5-2x =0 

Vậy ta sẽ đi giải phương trình x^4x 2 +l)-(x-3)V5-2x =0 để tìm B, 
giống như một hành trình để đi tìm người thân : 

• Ta viết biểu thức x^4x 2 + lì - (x - 3) V5 - 2x = 0 lên máy tính 

• Ấn SOLVE để tìm nghiệm, máy hỏi X ? . 

• Nhập —10 để tìm nghiệm gần —10 nhất. 

• Máy cho nghiệm X = —1.395643924 

• Lưu nghiệm này vào B bằng cách ấn X + Shitt STO + B 

• Tương tự tìm nghiệm gần 2.5 nhất 

• Máy cho nghiệm X = —1.395643924 

• Tương tự tìm nghiệm gần —6 nhất 

• Máy vẫn cho nghiệm X = —1.395643924 

Vậy phương trình x(^4x 2 +1) - (x - 3) \J5 - 2x = 0 chỉ có nghiệm duy nhất là 

X = B. 

Để kiểm chứng A, B có phải "họ hàng" với nhau không, ta thành thử thấy 

A+B=-ịeQ 
2 v 
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... . _ . _A + B + J(A-B) 2 -1 + V2Ĩ 

Mà A> B nên A =-—-= ———— 

2 4 

Kết luận : Nghiệm của phương trình x^4x 2 +1 ì + (x - 3 ) yj5 - 2x = 0 là 

-I + V 2 Ĩ 

X =-—-— 

4 

► Phân tích hướng giải: 

Ta thấy : Khi X = - thì V5-2x = ——— = 2x 

4 2 

Vậy ta chỉ cần nhân liên hợp ỊV 5 - 2x - 2x j. 

► Các/ỉ ĩ : Nhân liên hợp hoàn toàn: 

Ta có : 


Ta dễ dàng thấy rằng : 


x(4x 2 +l) + (x-3)V5-2x=0 
<^x(4x 2 +2x-5) + (x-3)(V5-2x-2x) = 0 

/ 0 X 

<^Í4x 2 +2x-5Ì X — ■_ =0 

v \ V5 - 2x + 2x ) 

(4x 2 + 2x -5)(2x 2 -X + 3 + x^5-2x) = 0 

rằng : 

o / I - \ 2 


2x 2 -X + 3 + x^5 - 2x = 


1 

X- — 

V 4y 


+ 


+ X 


, 27 _ 

+ — >0 
16 


Vậy bài toán được giải quyết hoàn toàn. 

► Cách 2 : Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

x(4x 2 +i) + (x-3)a/5-2x=0 

<=> (75 - 2x - 2x)(2x 2 -X + 3 + x^/ 5 - 2 x) = 0 

Sau đó tương tự làm như cách 1. 

Một số bài tập tương tự : 

1. 4x 2 + 2x + 3 = 4x^j2x + 3 

2. 2x 3 +16x 2 -4Sx - (l3x 2 + 5x-15)V*-3 

3. 4x 3 -3x 2 + 6x = lịlx 2 -x + Ỷjy/x + 2 
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THỦ THUẬT 3 : THỦ THUẬT sử DỤNG CASIO ĐÊ 
GIẢI PHƯƠNG TRÌNH BẬC 4 


Bài 1: Giải Phương Trình: 



4x 2 - 

-8x + >/2x + 3 =1 

(đê thi thử Đại Học THPT Lưu Hoàng - Ưng Hoàng - Hà Nội năm 2013) 

Điều kiện xác định: X G 

3 'ì 

-;+00 

L 2 J 



► Ý tưởng: 

Ta cần giải phương trình bậc 4 sau : 

(4x 2 - 8x -1) 2 - 2x - 3 = 0 


► Thực hiện: 

• Sử dụng Thủ Thuật Rút Gọn Biểu Thức ta được : 

(4x 2 -8x-l) 2 -2x-3 = 0 

16x 4 - 64x 3 + 56x 2 + 14x - 2 = 0 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được các 
nghiệm được gán vào A, B, c như sau : 

A = -0.280776406 
< B = 2.395643924 
c = 0.1043560763 

• Tìm trong A,B,C , cặp nào là "họ hàng" vói nhau bằng cách thành 
thử các tổng A + B,B + c,c + A : 

A + B = 2,114867518 

B+C=ịeQ 

2 

C + A = -0,1764203298 

Vậy B,c là "họ hàng" với nhau rồi. 

• Vậy thành thử tiếp ta thấy : 

B + C = ị 
2 

BC = Ì 
l 4 

Suy ra B, c là nghiệm của phương trình : 
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x 2 -|x + - = 0^>4x 2 -10x + l = 0 
2 4 

• Sử dụng Thủ Thuật Rút Gọn Biểu Thức ta được : 

16x 4 - 64x 3 + 56x 2 + 14x - 2 , , „ 

_ 4x 2 -10x +1 _ 

Kết luận : 

16x 4 - 64x 3 + 56x 2 + 14x - 2 
= Ị4 x 2 -6x-2)(4x 2 -lOx + lì 

= 2(2x 2 -3x-l)(4x 2 -10x + l) 

► Phân tích hướng giải: 

Bằng việc sử dụng kết hợp các thủ thuật ở trên, ta có được lời giải ngắn gọn 
như sau : 

► Cách 1: Bình phương hai vế: 

Ta có : 

4x 2 -8x + V2x + 3=1 
=> ^4x 2 - 8x -1 j 2 - 2x - 3 = 0 
<=> 16x 4 - 64x 3 + 56x 2 + 14x - 2 = 0 
<=> 2(2x 2 - 3x - l)(4x 2 - lOx +1) = 0 

► Cách 2 : Phân tích thành nhân tử: 

Ta có : 

4x 2 - 8x + a/2x + 3 = 1 

<=>[lx-2 + yjlx + 3^2x-l - ^2x + 3) = 0 

Một số bài tập tưong tự : 

1 . 4x 2 - 1 2x + 9 = 2 ( 2 * -l) yỊx — ì 

2. 2x 2 +9x + 12 = (4v + 7)V-^ + 3 

3. 6x 2 +9v + l = (7x + 5)V-^ + 2 

4. X 2 + 3v-14 + loV2-v = 0 


Bài 2: Giải Phương Trình: 

2>/2x + 4 + 4 V 2 -X = V9x 2 +16 

(đê thi thử Đại Học ĩân 3 THPT Quỳnh Lưu 1 - Nghệ An năm 2013) 
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Điều kiện xác định: X G 


-;+00 


► Ý tưởng: 

Ta lần lượt bình phương hai vế để được phương trình bậc 4 : 
2 V 2 X + 4 + 4 V 2 -X = V9x 2 +16 
^4(2x + 4) + 16(2-x) + lóV8-2x 2 =9x 2 +16 
lỏV8-2x 2 = 9x 2 +8x-32 


=> 256(8 - 2x 2 ) = (9x 2 + 8x - 32) 2 
Vậy công việc của chúng ta là giải phương trình bậc 4 sau : 

256(8 - 2x 2 ) - (9x 2 + 8x - 32) 2 = 0 


► Thực hiện 






Không như bài 1, ta có thể bỏ qua bước rút gọn biểu thức. 

Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được các 
nghiệm được gán vào A, B như sau : 

[A =-1.885618083 
[B = 1.885618083 

Dễ thấy A + B = 0 nên A, B rất có thể là "họ hàng" với nhau rồi. 
Vậy thành thử tiếp ta thấy : 

ÍA + B = 0 
32 
9 

Suy ra A, B là nghiệm của phương trình : 

x 2 -^ = 0^9x 2 -32 = 0 
9 

Sử dụng Thủ Thuật Rút Gọn Biểu Thức ta được : 


AB = 


256(8 - 2x 2 ) - (9x 2 + 8x - 32 ) 
9x 2 -32 


= 9x 2 +16x + 32 


Kết luận : 


256(8 -2x 2 )-(9x 2 +8x-32) 2 
= (9x 2 -32)(9x 2 +16x + 32) 


► Phân tích hướng giải: 

Ta vẫn sẽ có hai cách giải cho bài toán trên như sau : 

► Cách 1: Bình phương hai vế: 
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Ta có : 


2yj2x + 4 + 4 V 2 -X = V9x 2 +16 

<=> 4(2x + 4) +16(2 - x) + 16x/8 - 2x 2 = 9x 2 +16 

<=> 16\/8 - 2x 2 =9x 2 +8x-32 

=> 256(8 - 2x 2 ) = (9x 2 + 8x - 32) 2 

<=> (9x 2 - 32)(9x 2 + 16x + 32 ) = 0 


► Cách 2 : Phân tích thành nhân tử: 


Ta có : 


2 V 2 X + 4 + 4 V 2 -X = V9x 2 +16 

4(2x + 4) +16(2 - x) + 16x/8 - 2x 2 = 9x 2 +16 
<=>16V8-2x 2 =9x 2 +8x-32 
<z> ( 2^8 -2x 2 + X + 8j|2^8- 2x 2 -xj = 0 


Một số bài tập tương tự : 


1. 3\[x^-ĩ + 6\[^+ĩ = yf-9x^r6ÕxH29 



4. ^Ịl- X + -Jl + X = ^ịl6x 2 ~~~ 


Bài 3: Giải Phương Trình: 


V4x + l-V3x-2=^^ 

5 

(đê thi thử Đại Học THPT Phan Bội Châu - Phú Yên năm 2013) 


Điều kiện xác định: X £ ;+00 . 

L 2 J 


► Ý tưởng: 

Ta lần lượt bình phương hai vế để được phương trình bậc 4 : 
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5(V4x + 1-V3x-2) = x + 3 
=> X 2 - 169x + 34 = -50V4 x + W3x- 2 
=> (x 2 - 169x + 34) 2 = 2500(4x + l)(3x- 2) 
Vậy công việc của chúng ta là giải phương trình bậc 4 sau : 

(x 2 - 169x + 34) 2 - 2500(4x + l)(3x - 2) = 0 

► Thực hiện: 


Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được 2 nghiệm 
là : 

|a = -3 

B = 2 

Vậy nhân tử của bài toán sẽ là : (x + 3)(x - 2) 

Ta cần tìm thương của biêu thức : 

(x 2 - 169x + 34) 2 - 2500(4x + l)(3x - 2) 

f(x)= (* + 3 )(x-2) 

Tuy nhiên, sử dụng Thủ Thuật Rút Gọn Biểu Thức lại không được 
Ổn vì hệ SỐ của đa thức quá to. 

Nếu không gán giá trị cho X = 1000 được thì ta sử dụng lim để 
chắc chắn nhất 

Cách tìm lim bằng máy tính CASIO chỉ đon giản là gán cho X là 
một SỐ cực to. Ví dụ như X = 10 10 . 

Ta thấy /(x) sẽ là một tam thức bậc 2 nên ta có thể đặt: 

f(x) = ax 2 +bx + c 
Ta tìm hệ số a,b,c bằng cách lấy : 

Tìm a : 


Tìm b : 


Tìm c : 


f(x) 

= lim -A2Z = 1 

X—»+00 


f(x)-ax 2 

b = lim -- = -339 


X—»+co X 


c = f(x)-ax 2 -bx = -1026 


Kết luận : 
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(x 2 - 169x + 34) 2 - 2500(4x + l)(3x - 2) 
(x + 3)(x-2) 


= X 2 -339x-1026 


► Phân tích hướng giải: 

Lưu ý rằng : 

X 2 -339x-1026 = (x + 3)(x -342) 

Do đó, ta cũng sẽ có hai cách giải cho bài toán trên như sau : 

► Cách 1: Bình phương hai vế: 

Ta có : 

5(V4x + 1-V3x-2) = x + 3 

=> X 2 - 169x + 34 = -50V4x + lV3x-2 


=> (x 2 - 169x + 34) 2 = 2500(4x + l)(3x- 2) 

^(x-2)(x-342)(x + 3) 2 =0 

► Cách 2 : Phân tích thành nhân tử: 

Ta có : 

V4x + l-V3x-2=^p 

— r- (V4^TT-V3^2)(74^TĨ + 73^2) 

yj4x + ỉ- V3x - 2 = —---4ỊI- 1 - L 

5 

<=> -^yỊ4x +1 - ^3x - 2 jỊ^4x +1 + ^3x - 2 - 5 j = 0 

Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 

Một số bài tập tưong tự : 

1. X-3 + yj2x-l -yjx + 2 -0 

2. 3\[x^-~x-2 + 25^x4-1-56 = 0 

3. X - 6 + 6yỊĩx-3 + 2yj3x-ĩ = 0 

4. 5 + 7 V* + 6 -13^2x -2 = 0 


THỦ THUẬT 4 : THỦ THUẬT sử DỤNG CASIO ĐÊ 
PHÂN TÍCH ĐA THỨC THÀNH NHÂN TỬ MỘT Ẩn 

































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Bài V. Giải Bất Phương Trình: 

ịlog 2 (2 + x) + log! (4 -3/18-x) < 0 

1 2 

(đê thi thử Đại Học khối A ĩân 1 THPT Chuyên ĐH Vinh - Nghệ An năm 2013) 
Điều kiện xác định: X G [-2; 18]. 

► Ý tưởng: 

Ta có: 


ịlog 2 (2 + x) + logi (4 - 3 / 18 - x )<0 

2 2 

«log 2 V2 + X <log-, {4- a/18-x j 
<z>V2 + x<4-^/18-x 

V20-t 4 <4-1 


vói t = yj 18-X và t G 


Ta cần phân tích thành nhân tử biểu thức : 

(4-t) 2 -20 + t 4 


► Thực hiện: 


Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được các 
nghiệm như sau : 

fA = -0.466823165 
B = 2 

Chắc chắn biểu thức sẽ có nhân tử (t - 2 ) 

Sử dụng Thủ Thuật Rút Gọn Biểu Thức ta được : 

(4-t) 2 -20 + t 4 


t-2 


:t 3 + 2t 2 +5t + 2 


Kết luận : 


(4-t) 2 -20 + t 4 
= (t 3 + 2t 2 +5t + 2)(t-2) 


► Phân tích hướng giải: 

Vói điều kiện 0 < t < y/ĩõ nên t 3 + 2t 2 + 5t + 2 > ovt G 


0;%/2Õj. Vậy ta có lời 


giải như sau : 

► Lời giải: Bình phương hai vế: 

Đặt t = ; \/l8-x với te 0;^20). Khi đó : 
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ịlog 2 (2 + x) + log, (4 -x/18-x)<0 

<=>log 2 V2 + X < log 9 Ị 4 - a/18-x j 

<z>V2 + x<4-t/l8-x 

V20-t 4 <4-t 

(4-t) 2 -20 + t 4 >0 
t < 4 

(t 3 +2t 2 +5t + 2)(t-2)>0 
t < 4 
^2<t<4 




<=> 1 


_ <z> -2 < X < 2 

Một số bài tập tương tự : 

1. ịj5x + l - x-1 

2. 2ịỊlx 2 + x + 6 - x-6 

3. ịỊx a +\lx + n=x + 2 

4. 5ịj6x-2 +X = Ì3 


Bài 2: Giải Bất Phương Trình: 

x 3 +(3x 2 -4x-4)V^TĨ<0 

(đê thi thử Đại Học khối A + B lân 1 THPT Ba Đình - Hà Nội năm 2013) 
Điều kiện xác định: X £ [-l;+oo). 

► Ý tưởng: 

Thông thường, ta có hai cách để đưa về đa thức bậc 6 : 

Cách 1 : Bình phương hai vế. 

• Cách này không khả quan lắm vì chúng ta chưa thể bình phương 
ngay được do bài toán này là bất phương trình. 

Cách 2 : Đặt ẩn phụ y = Vx + 1. 

• Cách này khá là ổn vì chúng ta không cẩn để ý lắm đến dấu của bất 
phương trình 

Vậy ta được : 
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X 3 + (3x 2 - 4x - 4 )VxTT < 0 
«(y 2 -1)’ + (3(y 2 -1) 2 -4(y 2 -1)-4|y <0 
Ta cần phân tích thành nhân tử biểu thức : 

(y 2 -l) 3 + (3(y 2 -l) 2 -4(y 2 -l)-4jy 


► Thực hiện 


Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được các 
nghiệm như sau : 

ÍA = -2.414213562 
B = 1.618033988 
c = 0.414213562 
ÍA + B = -2 ^ 

Thành thử thấy -Ị nên nhân tử của bài toán này là : 

(y 2 +2y-l) 

Sử dụng Thủ Thuật Rút Gọn Biểu Thức ta được : 


(y 2 -l) 3 +[3(y í -l) 2 -4(y 2 -l)-4 
.2 , ~ ĩ 


y 


y 4 +y 3 -4y 2 -y + l 


y +2y-l 

Sử dụng Thủ Thuật Giải Phương Trình Bậc 4 ta được : 

y 4 + y 3 -4y 2 -y + l = (y 2 -y-l)(y 2 + 2y-l) 


Kết luân : 


(y 2 -l) 3+ (3(y 2 -l) 2 ~4(y 2 -l)-4jy = (y 2 -y-l)(y 2 +2y-iỵ 


► Phân tích hướng giải: 

Ta có lời giải như sau : 

► Cách 1: Đặt ẩn phụ hoàn toàn: 

Đặt y = Vx + 1 với y > 0. Khi đó bất phương trình trở thành : 

(y 2 -l) 3 +(3(y 2 -l) 2 -4(y 2 -l)-4jy<0 


«(y 2 -y-i)(y 2 + 2y-i) 2 <0 


<=> 


y = -l-V2 

1-75 


ì + yỊE 
2 


<=> 0 < y < 


1 + V5 

2 














Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


► Cách 2 : Đặt ẩn phụ không hoàn toàn: 

Đặt y = Vx +1 vói y > 0. Khi đó bất phương trình trở thành : 

x 3 +(3x 2 -4x-4)Vx+Ĩ<0 
<=> X 3 +(3x 2 -4y 2 )y <0 
<=>(x-y)(x + 2y) 2 <0 


<=> 


X + 2y = 0 
X < y 


► Cách 3 : Phân tích thành nhân tử: 
Ta có : 


X 3 + ^3x 2 - 4x - 4j VxTT < 0 


<=> Ịx- Vx + 1 |Ịx + 2Vx + 1 Ỵ < 0 



x + 2%/x + l =0 
x<Vx+1 

Một SỐ bài tập tương tự : 


1. (x-3) 3 +3 + (x -x-13)V*-3 = 0 

2. X 3 -2x 2 -7x-9 - 

Ị^x*" + x + 6Ị"\/x + l 

3. 2x-sj4x + 3 +4-\lx 2 +2 + 1ÓX-3 - 0 

4. 2x 3 +14 + (2x 2 -l: 

\)Jx 2 +l=0 


THU THUẶT 5 : THU THUẶT SƯ DỤNG CASIO ĐẼ 
PHÂN TÍCH ĐA THỨC THÀNH NHÂN TỬ HAI Ẩn 


Bài 1: Giải Hệ Phương Trình: 

X 3 - 3x 2 - 9x + 22 = y 3 + 3y 2 - 9y 

2,0 _ 1 

x+y-x + y = 2 T 

l y y 2 


(đê thỉ Đại Học khối A + AI năm 2012) 


► Ý tưởng: 
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Đa phần các bài tập hệ phương trình mà có phương trình là đa thức bậc 3 
ẩn X hoặc y, không chứa các hạng tử như xy,x 2 ỵ,xy 2 thì phương trình 
đó rất có thể phân tích thành nhân tử được. 

Ta sẽ thử phân tích thành nhân tử phương trình sau : 

X 3 - 3x 2 - 9x + 22 - (y 3 + 3y 2 - 9y) = 0 

Coi như đây là phương trình bậc 3 ẩn X, ta sẽ giải phương trình khi 
y = 1000 
► Thực hiện: 

• Gán ỵ = 1000 

• Vào tính năng giải phương trình bậc 3 trong MODE EQN 

• Lần lượt nhập hệ số của phương trình bậc 3 : 

[l];[-3];[-9];[22-y 3 -3y 2 +9y] 

• Coi như ta giải phương trình bậc 3 : X 3 — 3x 2 — 9x —1002990978 = 0 

• Máy tính trả về các nghiệm : 

'x, =1002 

<x 2 =-499.5-886.88451 
x 3 =-499.5 + 886.88451 

• Vì 1002 = y + 2 nên ta được (x - y - 2) là nhân tử của bài toán 

• Thực hiện phép chia đa thức 2 ẩn bằng dùng lim : 

X 3 -3x 2 -9x + 22-(y 3 + 3y 2 -9y) 

f(x) =--- —ị ----12 

x-y-2 

• Nhận thấy f(x) sẽ là một tam thức bậc 2 nên f (x) sẽ có dạng 
ax 2 +bx + c vói: 

f(x) 

a = lim -L2- = 1 

X—>+00 X 

f(x)-x 2 

< b = lim —— = 999 = y -1 

X—>+co X 

c = f (x)-x 2 -(y-l)x = 1000989 = y 2 +y-ll 

• Vậy ta được : 
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x 3 -3x 2 -9x + 22-(y 3 +3y 2 -9y) 
x-y-2 

= X 2 +(y-l)x + y 2 +y-ll 
= x 2 +xy + y 2 -x + y- ll 

Kết luận : 

X 3 - 3x 2 - 9x + 22 - (y 3 + 3y 2 - 9y) 

= (x-y-2)(x 2 +xy + y 2 -x + y-llì 

? Làm thế nào để biết được phương trình 2 ẩn không phân tích được? 

Cách làm trên là cách nhanh nhất để biết được khi nào phương trình 2 ẩn 
không phân tích được. Ví dụ như đối với phương trình : 

x 2 +y 2 -x + y-ị = 0 
J 2 

Tương tự, ta thử cho ỵ = 1000 và nhận được giá trị của V là : 

fx 1= 0.5 + 1000.49951 
jx 2 =0.5-1000.49951 

Nghiệm này lẻ nên chắc chắn phương trình này không thể có nhân tử dạng 
(ax + bỵ + c) với a,b,c<EQ 

Vậy điều kiện để phương trình không thể phân tích nhân tử dạng 
(ax + bỵ + c) vói a,b,c e <Q là : 

i) Phương trình có hệ số không quá lớn. 

ii) Cho ỵ = 1000, giải phương trình ta thấy phương trình không có 

nghiệm hữu tỷ. 

Bạn đọc có thể thử nghiệm với phương trình : 

a) x 2 +xy + y 2 -x + y-ll = 0 

b) X 3 - 3x 2 - 9x + 21 = y 3 + 3y 2 - 9y 

► Phân tích hướng giải: 

Thực ra chỉ cần biết nhân tử (x - ỵ - 2), ta đã có thể có nhiều cách giải cho 
bài toán này rồi. 

Nhưng việc giải quyết nốt nhân tử còn lại có vẻ hơi khó khăn : 

x 2 +xy + y 2 -x + y- ll = 0 

Thủ Thuật Sử Dụng CASIO Đê Giải Hệ Phương Trình sẽ giúp bạn. 

► Cách 1: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 
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X 3 - 3x 2 - 9x + 22 = y 3 + 3y 2 - 9y 
<=> (x-y-2)Ịx 2 + xy + y 2 -x + y-ll) = 0 
x-y-2=0 

x+xy + y-x + y- ll = 0 


«x-y-2=0 

Do 2^x 2 + xy + y 2 -x + y- ll) = 3 x 2 +y 2 -x + y- ^ 


+ 


\ 2 


x-y- 


,81 

+ —> 0 
4 


► Cách 2 : Đặt ẩn phụ + Hàm đặc trưng: 

Ta đặt t = y + 2 (mục đích đẽ x = t ). Vậy ta luôn có : 


X 3 - 3x 2 - 9x + 22 = y 3 + 3y 2 - 9y 


<=>x 3 -3x 2 -9x + 22 = (t-2) +3(t-2) -9(t-2) 
^ X 3 - 3x 2 - 9x + 22 = t 3 - 3t 2 - 9t + 22 


Vì X 2 + y 2 - X + y = ^ 


í 0 

I 

( 0 

l 2j 

+ 

y+ 2 


= 1 nên ta được 


_ 11 

-l<x--=-,y + -=-<l=> 
2 2 


X G 


(-1;3) 
te(-l;3) 


Xét hàm đặc trưng : f (k) = k 3 - 3k 2 - 9k + 22 vói k G (-1,3). Khi đó ta có : 

f '(k) = 3(k + l)(k - 3) < OVk e (-1;3) 

Từ đó ta dễ dàng tìm được x = t. Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Một SỐ bài tập tưong tự : 

x 3 -3x-2 = 8y 3 -12y 2 
X 2 + 2y 2 =1 

8x 3 - 28x 2 - 12x + 32 = y 3 - y 2 - 22y 
x 2 -y 2 =xy-l 

\x-4) 2 +(y-l) 2 =2 
X 4 - 16y 4 + 32y 3 - 24y 2 - 2x + 12y = 3 
X 3 -3xy 2 + 2y 3 -3xy + 3y 2 -7x-lly = 6 
X 2 - xy + y 2 - 2x - 3y = 2 


1 . { 


2 . 


3. 


4. 


Bài 2: Giải Hệ Phưong Trình: 
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X 2 -y-1 = 2yj2x-[ 
y 3 - 8 x 3 + 3y 2 + 4y - 2x + 2 = 0 

(đê thi thử Đại Học ĩân 2 THPT Lê Văn Hưu - Thanh Hóa năm 2011) 

► Ý tưởng: 

Ta sẽ thử phân tích thành nhân tử phương trình sau : 

8x 3 +2x-(y 3 +3y 2 +4y + 2Ì = 0 

Coi như đây là phương trình bậc 3 ẩn X, ta sẽ giải phương trình khi 
y = 1000 

► Thực hiện: _ 

• Gán ỵ = 1000 

• Vào tính năng giải phương trình bậc 3 trong MODE EQN 

• Lần lượt nhập hệ số của phương trình bậc 3 : 

[ 8 ]; [0]; [2]; [ ”y 3 - 3y 2 - 4y - 2] 

• Máy tính trả về các nghiệm : 

Xị =500.5 

< x 2 =-250.25-433.4461 
x~ =-250.25+ 433.4461 

• Vì 500.5 = nên được {2x- ỵ -1) là nhân tử của bài toán 

• Thực hiện phép chia đa thức 2 ẩn bằng dùng lim : 

8 x 3 + 2x - (y 3 + 3y 2 + 4y + 2 ) 
f ^ = 2 x-y-l 

• Nhận thấy f(x) sẽ là một tam thức bậc 2 nên f (x) sẽ có dạng 
ax 2 +bx + c với: 

f(x) 

a = lim —= 4 

X—^+co yỷ 

f(x)-4x 2 

< b = lim -——— = 2002 = 2 y + 2 

x^+oo X 

c = f(x)-x 2 -( 2 y + 2 )X = 1002002 = y 2 + 2 y + 2 

• Vậy ta được : 
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8x 3 +2x-(y 3 +3y 2 +4y + 2) 

2 x - y -1 

= 4x 2 + (2y + 2)x + y 2 +2y+ 2 
= 4x 2 + y 2 + 2xy + 2x + 2y + 2 

Kết luận : 

8 x 3 + 2x - ịy 3 + 3y 2 + 4y + 2 j 
= (2x-y-l)^4x 2 +2xy + y 2 +2x + 2y + 2j 

► Phân tích hướng giải: 

Ta giải quyết nốt 4x 2 + 2xy + y 2 + 2x + 2y + 2 = 0 bằng cách : 

4x 2 + 2xy + y 2 + 2x + 2y + 2 = ^-(4x + y +1 ) 2 + ^(y +1 ) 2 +1 > 0 

Sau đó sử dụng Thủ Thuật Giải Phương Trình Vô Tỷ để giải quyết 
phuong trình vô tỷ còn lại. 

Ta cũng có thể xét hàm đặc trung với bài toán này. 

► Cách 1: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

8 x 3 + 2x = y 3 + 3y 2 + 4y + 2 
<=> (2x - y - l)(4x 2 + 2xy + y 2 + 2x + 2y + 2 ) = 0 
2 x - y -1 = 0 

4x 2 + 2xy + y 2 + 2x + 2y + 2 = 0 
<^> 2 x-y-l = 0 

Do 4x 2 + 2xy + y 2 + 2x + 2y + 2 = ^-(4x + y +1 ) 2 + -^(y + l ) 2 +1 >0 

Khi đó phuong trình X 2 - y -1 = 2yj2x-\ trỏ thành : 

X 2 - 2x = 2yj2x-ì 

ịx + l + y Ị2x-l)ịx-l- y Ị2x-l) = 0 

► Cách 2 : Đặt ẩn phụ + Hàm đặc trưng: 

Ta đặt V = (mục đích để y = t). Vậy ta luôn có : 

2 

y 3 - 8 x 3 + 3y 2 + 4y - 2x + 2 = 0 



rt+n 

3 

ft + n 

<=> y 3 -8 

l 2 J 

+ 3y 2 + 4y - 2 

l 2 J 


<=> y 3 + 3y 2 + 4y = t 3 + 3t 2 + 4t 
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Xét hàm đặc trưng : f (k) = k 3 + 3k 2 + 4k vói keM. Khi đó ta có : 

f '(k) = 3k 2 + 6k + 4 > ovk G R 

Từ đó ta dễ dàng tìm được X = t . Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Một SỐ bài tập tương tự : 

1. 


2 . 


3. 


4. 


X 2 + 5y - 19x +1 + 3^2x -1=0 
8 x 3 - y 3 + 6 y 2 + 16x - 20y + 24 = 0 

3 


X 


3xy 2 + 2y 3 + 3x 2 - 3y 2 + 3x +1 = 0 


x 2 -y 2 =Vxỹ+ĩ 


X + y + xy = 3 

4x 4 - 17x 2 y 2 + 4y 4 + 8x 3 - 2xy 2 + 4x 2 - y 2 = 0 
72x 3 - 9y 3 -112x 2 + 55y 2 + 60x -113y + 67 = 0 
8 x 2 +3x + 5y = (7x + 3)^x 2 +2y 


Bài 3: Giải Hệ Phương Trình: 

7x 3 +y 3 +3xy(x-y)-12x 2 + 6 x = l 
3/4x + y +1 + yj3x + 2y = 4 

(đê thi thử Đại Học lần 1 THPT Cù Huy Cận - Hà Tĩnh năm 2013) 

► Ý tưởng: 

Ta sẽ thử phân tích thành nhân tử phương trình sau : 

7x 3 + y 3 + 3xy(x-y)-12x 2 + 6 x-l = 0 

<^7x 3 +(3y-12)x 2 +(6-3y 2 )x + y 3 -l = 0 


► Thực hiện: 










Gán ỵ = 1000 

Vào tính năng giải phương trình bậc 3 trong MODE EQN 


Lần lượt nhập hệ số của phương trình bậc 3 : 


[7];[3y-12];[6-3y 2 



Máy tính trả về các nghiệm : 

íx 1= -999 

< x 2 = 286.071-247.3121 
x 3 =286.071 + 247.3121 

Vì —999 = — y +1 nên ta được (x+y-l) là nhân tử của bài toán 
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Thực hiện phép chia đa thức 2 ẩn bằng dùng lim : 

f(x)= 7x- , + (3y-12)x ĩ + (6-3r)x + y- 1 -l =ax2+bx + c 


Với: 


x + y -1 


a=ỊimM = 7 

X—>+co 
,2 


b = lim ^ 7x = -4005 = -4y-5 

X—»+co X 

c = f(x)-7x 2 + (4y+ 5)x = 1001001 = y 2 + y+ 1 


Vậy ta được : 


7x 3 + (3ỵ - 12)x 2 + ( 6 - 3y 2 )x + y 3 -1 
x + y -1 

= 7x 2 -(4y + 5)x + y 2 + y+ 1 
= 7x 2 + y 2 - 4xy - 5x + y +1 


Kết luận : 

7x 3 + (3y - 12)x 2 + ( 6 -3y 2 )x + y 3 -1 
= (x + y-l)(7x 2 +y 2 -4xy-5x + y+ lj 
► Phân tích hướng giải: 

Ta giải quyết nốt 7x 2 + y 2 - 4xy -5x + y + l = 0 bằng cách : 


í í 

7x 2 +y 2 -4xy-5x + y+ 1= 2x-y-^ 

V 2 


í 


+ 3 


1 


\2 


X- — 

V 2y 


>0 


Ta cũng có thể xét hàm đặc trưng với bài toán này. Lưu ý là đề bài cho 

3xy (x - y ) nên ta nghĩ tói việc lấy (x - y ) 3 . Khi đó thì X- y = 2x-ì. 

► Cách 1: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

7x 3 + y 3 + 3xy (x - y) - 12x 2 + 6 x = 1 

(x + y-l)(7x 2 +y 2 - 4xy-5x + y + l) = 0 
x+y-l =0 

7x + y - 4xy - 5x + y +1 = 0 

Nếu X + y — 1 = 0 thì phưong trình 4x + y +1 + yj 3x + 2y = 4 trỏ thành : 

^J3x + 2 + \Ị X -\-2 — 4 
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Do / (x) = -ự3x + 2 + \jx + 2 - 4 đồng biến vì /' (x) = , 1 = 4- , 1 

•ự( 3 x + 2) 2 2\jx + 2 

Suy ra X = 2 là nghiệm duy nhất của phuong trình ịỊ 3x4-2 4- \jx+2 - 4 
► CÁc/t 2 ; Nhóm hợp lý: 

7x 3 + y 3 + 3xy (x - y) - 12x 2 + 6 x = 1 

o( 2 x-l) 3 =(x-y ) 3 


<=> x + y = 1 

Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Một số bài tập tuong tự : 

1 

2x 3 +y 3 - 6 x 2 +14x + y = 10-3xy(x + y) 

1. > 

ịị3x + Ỵ +Ỵ + 2x = 2\jx-2 

2 . < 

X 3 + y 3 + xy(x + y + 2) - 2y 2 - 3x + y = 2 


*Ịx- y + l-93/2x-y + 7+17-0 

3. < 

(x - y)(4x 2 - y 2 ) +12 = 12x 2 + 19x + 13y 


Vx + y+7y + l=l 

A 

X 4 - y 4 - 4x 3 + 5x 2 + y 2 = 2x 

í ±. < 

^Ịx + 2ỵ - 2^2x + y- l + 3 = 0 


Bài 4: Cho hàm số y = X 3 4 - (2m - l)x 2 + (m 2 - 2m - l)x - m 2 +1 (1) 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số (1) khi m = 0. 

b) Tìm m để đồ thị ( 1 ) cắt trục hoành tại 3 điểm A,B,C phân biệt (A là 
điểm CỐ định) sao cho 2(kj +k 2 ) = xpc 2 , trong đó k lr k 2 là hệ số góc của tiếp 
tuyến vói (1) tại B,c; x 1 ,x 2 là hoành độ của điểm cực trị của ( 1 ). 

(đê thi thử Đại Học ĩân 2 THPT Quỳnh Lưu 4 - Nghệ An năm 2013) 


► ý tưởng: 

Đề bài cho rằng A cố định nên hoành độ A là hằng số. 

Vậy phuong trình X 3 4- (2m - l)x 2 + (m 2 - 2m - l)x - m 2 +1 = 0 tồn tại một 
nghiệm là hằng số. 

Nghiệm vụ của chúng ta là phân tích thành nhân tử phuong trình : 

X 3 + (2m - l)x 2 + (m 2 - 2m - l)x - m 2 +1 = 0 
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► Thực hiện: 




Gán m = 1000 

Vào tính năng giải phương trình bậc 3 trong MODE EQN 
Lần lượt nhập hệ số của phương trình bậc 3 : 

[l];[2m-l];|jn 2 -2m-l ; -m 2 +l 

Máy tính trả về các nghiệm : 

r x 1= l 


Vì ị 


-999 = —m +1 


-1001 = - m -1 
Vì hệ số của X 3 là 1 nên ta có : 


x 2 =-999 

xã = -1001 


nên nhân tử của bài toán là 


(*-!) 

(x + M-l) 

(x + ra + l) 


X 3 + (2m - l)x 2 + (m 2 - 2m - l)x - m 2 +1 
= (x-l)(x + m-l)(x + m + l) 


Kết luận : 


X 3 + (2m - l)x 2 + (m 2 - 2m - l)x - m 2 +1 
= (x-l)(x + m-l)(x + m + l) 

► Phân tích hướng giải: 

Khi biết 3 nghiệm của phương trình bậc 3, ta tìm được tọa độ của 3 điểm. 
Căn cứ theo giả thiết, ta sẽ có lời giải của bài toán. 

Sử dụng Thủ Thuật Rút Gọn Biểu Thức là một lợi thế. 

► Lời giải: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 


X 3 + (2m - l)x 2 + (m 2 - 2m - l)x - m 2 +1 = 0 
<t5>(x-l)(x + m-l)(x + m + l) = 0 

Vậy y cắt Ox tại 3 điểm phân biệt khi và chỉ khi l-m,-l-m,l là 3 số 
phân biệt hay m^o và m^2. 


Suy ra A(l,0);B(l-m,0);C(-l-m,0). Theo giả thiết thì: 

k, = 3(1 -m) 2 + 2(2m -1)(1 -m) + m 2 - 2m -1 = -2m 
k 2 = 3(-l-m) 2 + 2(2m- l)(-l -m) + m 2 -2m-1 = 2m + 4 

Vậy 2(kj + k 2 ) = XjX 2 8 = —-—- ++ m = 1 ± V 26 (thỏa mãn) 


3 












Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Một số bài tập tương tự : 

1. 3x 3 -(m + 7)x 2 -3 xm 2 + m 3 -m 2 - 4m + 4 = 0 

2. 4x 3 — xm 2 +2m 2 — 12x — 8 = 0 

3. 4x 3 - 4x 2 - ịlSm 2 + l) X — 24 m 3 - 4m 2 + 6m + 1 = 0 

4. X 3 -{in + 5)x 2 + 2m 3 -6m + 4 = 0 


Bài 5: Giải hệ phương trình : 

x 4 +4x 2 +y 2 -4y = 2 
x 2 y + 2x 2 + 6y = 23 

(đê thi thử Đại Học ĩân 2 THPT Đồng Anh - Hà Nội năm 2013) 


► ý tưởng: 

Thử phân tích thành nhân tử từng phương trình của hệ phương trình, ta 
thấy không phân tích được. Đây là một dạng toán khác với các bài tập trên, 
khi mà ta phải lấy PT(l) + kPT(2) để phân tích thành nhân tử. 

► Thực hiện: 


• Sử dụng Thủ Thuật Giải Hệ Phương Trình ta tìm được k = 2 

• Ta cần phân tích thành nhân tử biểu thức : 

X 4 + 4x 2 + y 2 - 4y - 2 + 2^x 2 y + 2x 2 + 6y - 23) = 0 

• Đặt X 2 = t và gán y = 1000, ta làm như các ví dụ trên. 

Kết luận : 

X 4 + 4x 2 + y 2 - 4y - 2 + 2|x 2 y + 2x 2 + 6y - 23) 

= (x 2 + y + 12)(x 2 +y-4) 

► Phân tích hướng giải: 

Ta có thể trình bày trực tiếp lời giải bằng việc lấy PT(l) + 2PT(2) rồi phân 
tích thành nhân tử. 

► Lòi giải: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 
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X 4 + 4x 2 + y 2 - 4y - 2 + 2(x 2 y + 2x 2 + 6y - 23 ) = 0 
<^(x 2 +y + 12)(x 2 +y-4) = 0 
Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Một SỐ bài tập tương tự : 

X 2 — 2xy + y 2 - 2x +1 = 0 
X 2 - 4xy + 6y 2 - 2x +1 = 0 


1. 


2 . 


2x 2 + 2y 2 - x- y—1 = 0 
3x 2 - xy - X - 5y +1 = 0 


3. 

4. 


x 2 + xy + y 2 + x + y- l = 0 
X 2 + 5xy -12x - 7y + 5 = 0 
X 2 + 4xy + 4y 2 + 6x + 3y = 0 
X 2 - xy - 4y 2 - 4x + 4y + 6 = 0 


THỦ THUẬT 6 : THỦ THUẬT sử DỤNG CASIO ĐÊ 
GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Bài 1 \ Giải Hệ Phương Trình: 

X 3 - y 3 + 6y 2 - 12x -16 = 0 

x\Ịa-x 2 - 3^4y-y 2 - 3y +10 - X 2 = 0 

(đê thỉ thử Đại Học - Bà Rịa Vũng Tàu năm 2014) 


► Ý tưởng: 

Tuy là một hệ phương trình trong Thủ Thuật Giải Phương Trình Vô Tỷ, 
nhưng nó lại mang ý nghĩa lớn về việc quan trọng của phương pháp giải 
phương trình vô tỷ. Chắc hẳn bạn đọc thắc mắc về việc một phương trình 
vô tỷ lại được phân tích "ảo diệu" như một số ví dụ trên. Thủ Thuật Giải 
Phương Trình Vô Tỷ sẽ giúp bạn hiểu được phần nào cách giải phương 
trình vô tỷ bằng máy tính CASIO. 

Đối với bài toán trên, sử dụng Thủ Thuật Phân Tích Đa Thức Thành 
Nhân Tử Hai Ẩn ta được : 
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X 3 -y 3 +6y 2 -12x-16 = 0 

«• X 3 - 12x = (y - 2) 3 - 12(y - 2) 
«x = y-2 


<»y = x + 2 

(vì -2<x<2 và 0<y<4) 

Vấn đề của chúng ta là ở phương trình sau khi thế ỵ = X + 2 : 

(x - 3) \Ịa~x 2 = X 2 + 3x - 4 
? Làm thế nào để phân tích phương trình này? 

Giả sử phương trình có nhân tử Ụ 4 -X 2 + ax + bj với a,b EQ. 

Nhân tử này chứa nghiệm của bài toán. Ta chắc chắn tìm được a,b nếu 
như ta biết được : 

A/TA 4 - a _ m + 4n 

• Một nghiệm vo tỷ dạng --— 

p 

• Hoặc hai nghiệm hữu tỷ 

Các ví dụ sau sẽ làm rõ vấn đề của bài toán. 


► Thực hiện: 


• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
trình (x-3)V4-x 2 =x 2 +3x-4 có nghiệm X = -\Ỉ2 

• Nghiệm X = -\Ỉ2 sẽ thỏa mãn nhân tử Ụ4-X 2 + ax + bj với mọi 

a,b£Q. Tức là V 4 -X 2 + ax + b = 0 khi X = -\Í2 

• Khi đó ta luôn có V2-V2a + b = 0<=>(a,b) = (l;0) (vì a,b£Q) 

Kết luận : Nhân tử của bài toán này là Ụ 4 -X 2 + Xj 

? Làm thế nào để tìm được nhân tử còn lại? 

Có khá nhiều cách để chia biểu thức chứa căn bằng CASIO. 

Nếu bạn đọc chưa có kinh nghiệm, hãy cứ bình tĩnh nhóm hợp lý theo cách 
cách mà chuyên đề này hoặc nhiều tài liệu khác gọi là "nhân liên hợp 
không hoàn toàn". 

Nếu bạn đọc đã quen vói việc giải phương trình vô tỷ, bạn đọc hãy đợi 
cuốn sau của tác giả để nâng cao khả năng sử dụng máy tính CASIO trong 
giải toán. 
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► Phân tích hương giải: 

Nhân liên hợp không hoàn toàn tức là không nhân liên hợp trực tiếp mà sẽ 
giữ lại căn thức : 

► Lời giải: Nhân liên hợp không hoàn toàn: 

Ta có -2 < X < 2 và 0 < y < 4 nên ta được : 

X 3 - y 3 + 6y 2 - 12x -16 = 0 

<^x 3 -12x = (y-2) 3 -12(y-2) 

Xét f(t) = t 3 —12 1 vói —2<t<2 ta được / \t) - 3 1 2 -12 < 0 Ví G [-2; 2]. 
Vậy f(t) nghịch biến và liên tục trên [-2; 2]. Do đó ta được x = ỵ — 2. 

Suy ra : 

(x-3)VW =x 2 +3x-4 
<=> (x-3)ỊV4-x 2 +xj = 2x 2 -4 

(x-3)ỊV4-x 2 + xj = -ỊV4-X 2 +xj|V4-x 2 -xj 

Ụ4-X 2 +x|ỊV4-x 2 -3) = 0 


1. 


2 . 


3. 


4. 


Một số bài tập tưong tự : 

X 3 + x 2 y - 3x 2 - 3xy - y 2 + 2x + y = 0 
^y + 2 + l = Vx-l 
X 3 - y 3 + 9y 2 - 3x - 24y + 18 = 0 
(y-5)Vx-l + (x + 2)^y-4 - 2y + 6 = 0 
16x 4 - y 4 + 32x 3 + 4y 3 - 16x - 8y = 0 
■sịx 2 - y + l= x + y + 5 

(x + 1) 5 +(y-2) 5 =(x + y-2) 5 +1 
X 2 -6x-3y + 4 + (2x-4-3y)^3x-3 + 2y = X 2 Vx-1 


Bài 2: Giải Phưong Trình: 

x 2 -2x + 3 = (2x-4)V2x-1 


► ý tưởng: 




























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tất cả các phương trình dạng một căn thức Vax + b đều có một lời giải cực 
nhanh, cực chính xác và không kém phần thú vị. Đó là phân tích thành 
nhân tử. 

Cách nhanh nhất để phân tích thành nhân tử đó là đặt ẩn phụ t = V2x-1 
như cách làm dưới đây : 

► Thực hiện: 


Đặt t = V2x-1 suy ra X = 


t 2 +l 


Thế vào phương trình ta được : 


f t2+1 ì 

9 

f t2+1 ì 

2 J 


1 2 J 


+ 3 = (t 2 + l-4)t 


Sử dụng Thủ Thuật Phân Tích Đa Thức Thành Nhân Tử ta được 




2 , 


' V +c 
2 , 


+ 3-(t 2 + l-4)t = i(t + l) 2 (t-3) 2 


Thế ngược lại t = V2x-1 ta được : 

kt+1) 2 (t - 3) 2 = t( +1) : (72^1 - ỹ 


Vậy tóm lại ta được : 


1 / 2 2 

+ 3-(t 2 +l-4)t = ^(V2x-l+lj (V 2 X-I- 3 ) 

1 2 , 2 

Kết luận: X 2 - 2x + 3 - (2x - 4) V2x -1 = i (V2x -1 + 1 ) (V2x - 1 - 3 ] 


í t2+1 ì 

2 

9 

rc+c 

V 2 y 


V 2 y 


► Phân tích hướng giải: 

Có rất rất nhiều cách giải cho dạng toán này. Bạn đọc có thể suy nghĩ thêm 
các cách làm cho phong phú. Sau đó có thể đối chiếu với các bài tập dưới 
đây. 

► Lòi giải: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

x 2 -2x + 3 = (2x-4)V2x-1 
<=> ì(V2x-l +1) 2 (V2x-1 - 3) 2 = 0 

Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 

Một số bài tập tương tự : 

1 . X 1 -7x + 16 + (3x-13)V-^-2 = 0 
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2 . 3x 2 + 5x + 2 = (x 2 + 3x + 2^yJx + 2 

3. 2x 2 — 2x — l - (3x-4) yjx-2 

4. 9x 2 +11 lx + 60 = 30(x + 2) ^3x + ĩ 


Bài 3: Giải Phương Trình: 

X 2 -3x + ì-2yjx-ì = 0 


► Ý tưởng: 

Tương tự Bài 2, ta đặt ẩn phụ để phân tích thành nhân tử. Tuy nhiên, để 
mở rộng phạm vi của phương pháp, ta có thể làm theo hướng của Bài 1. 

► Thực hiện: _ 

• Đặt t = Vx-1 suy ra X = t 2 +1 

• Thế vào phương trình ta được : 

(t 2 +l) 2 -3(t 2 +l) + l-2t = 0 

• Sử dụng Thủ Thuật Phân Tích Đa Thức Thành Nhân Tử ta được : 

(t 2 +l) 2 - 3(t 2 +l) + l-2t = (t 2 +t + l)(t 2 - t-l) 

• Thế ngược lại t = yỊx-1 ta được : 

(t 2 +t + l)(t 2 -t-l) 

= í X - 1 + Vx -1 + l)(x - 1 - Vx-1 - 1 j 
= Ịx + Vx-ljỊx-Vx-l-2j 

Kết luận : X 2 -3x +1 - 2\jx-ỉ = Ịx + yịx-ĩ)ịx - 2- y/x-ì) 


Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được phương 
trình X 2 - 3x + l- 2yfx — ĩ = 0 có nghiệm là X = — 

2 

Gọi nhân tử của bài toán là ỊV*-1 + ax + b j thì khi đó : 
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► Phân tích hướng giải: 

Có rất nhiều cách giải, bạn đọc theo dõi ở dưới đây : 

► Cách 1: Bình phương hai vế: 

Ta có : 

X 2 - 3x + 1 - 2 Vx^I = 0 
<=> X 2 - 3x +1 = 2-v/x-l 

^(x 2 -3x + l) 2 =4 (x-1) 

<^> X 4 - 6x 3 +1 lx 2 - lOx + 5 = 0 
<^>Ịx 2 -x + l)Ịx 2 -5x + 5) = 0 

► Cách 2 : Đặt ẩn phụ hoàn toàn: 

Ta đặt t = Vx-1 với t > 0 ta được X = t 2 +1. Vậy phương trình trở thành : 

(t 2 +l) 2 -3(t 2 +l) + l-2t = 0 
» t 4 -1 2 - 2t -1 = 0 
^(t 2 +t + l)(t 2 -t-l) = 0 

► Cách 3 : Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

X 2 -3x + \ — 2yjx-l = 0 <=> íx+ y/x — ì jíx-2- V-X-lỊ = 0 

► Cách 4 : Nhân liên hợp hoàn toàn: 

Nếu x — 2 + v X — 1 = 0 thì không thỏa mãn phương trình. 

Nếu X-2 + y/x — ì ^ 0 thì: 
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X 2 -3x + ì- 2y/x-ì - 0 

<0 X 2 -5x + 5 + 2^x-2-V*-l) = 




<^> 


(x 2 -5x + 5)ị 1 +- - 2 ■ - 

\ x-2 + y/x-ì 

(x 2 -5x + 5^x + \Ịx-l j = 0 


0 


= 0 


► Cách 5 : Đặt ẩn phụ không hoàn toàn: 

Ta đặt t = Vx-1 với t > 0 ta được X = t 2 +1. Vậy phương trình trở thành : 


X 2 -t 2 -2x-2t = 0 


<=>(x + t)(x-2-t) = 0 

► Cách 6 : Nhân liên hợp không hoàn toàn: 


Ta có 


X 2 -3x + ì-2yjx-l - 0 

<=> X 2 -5x + 5 + 2^x-2-Vv-l) = 0 


<^> 


<=> 


ị^x - 2 - yỊ X - l^x - 2 + yj X + 2^x - 2 - yj X - ì^j = 0 

Ị^x + Vv-l^x-2 + Vv-lj = 0 


► Cách 7: Đặt ẩn phụ đưa vê hệ phưcmg trình: 

Ta đặt y - yjx — 1 + 2 . Khi đó ta được hệ phương trình : 

(y-2) 2 =x-l 


<=> < 


ỵ 2 -4y-x+5 = 0 
X 2 - 3x-2y+ 5 = 0 


Vậy ta được : 
(y 2 -4y- 


x 2 -3x + l-2(y-2) = 0 

-(x 2 -3x-2y + 5 ) = 0 <^> (y -x)(x + y-2) = 0 


Một số bài tập tương tự : 

1. 2x 2 + x-ll = (x-7)Vv-l 

2. 2x 2 -x-9 = (x-ll) VxTT 

3. 2x 2 - 5x-6 + 5(x + 2)^2x + l = 0 

4. 6x 2 -15x-22 + (5x + 22) \jx-2 =0 
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Bài 4: Giải Phương Trình: 

2x 2 + X - 2 - 3xV2x-l = 0 


► Ý tưởng: 

Tạm bỏ qua ý tưởng đặt ẩn phụ, ta thử giải bài toán này bằng cách tìm 
nhân tử. 

► Thực hiện: 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được phương 
trình 2x 2 + X - 2 - 3xV2x-l = 0 có nghiệm là x = 2 + V 2 

• Ta tìm nhân tử |V2x-l + ax + b j nhanh chóng hon bằng cách : 

Khi X = 2 + V 2 thì V2x-1 = 1 + \[ĩ = X - 1 
Kết luận : Nhân tử của bài toán này là ỊV2x-l -X +1 j 

► Phân tích hướng giải: 

Có rất nhiều cách giải, bạn đọc theo dõi ở dưới đây : 

► Cách 1: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

2x 2 + X - 2 - 3xV2x-l = 0 
<íí>ỊV2x-1 -2x-ljỊV2x-l - x + lj = 0 

► Cách 2 : Nhân liên hợp hoàn toàn: 

Nếu \Ị2x — 1 + X — 1 = 0 thì không thỏa mãn phương trình. 

Nếu \ị2x — ì + X — 1 ^ 0 thì: 

2x 2 +X-2-3xy/2x-ì - 0 


<^> 


<^> 


<^> 


-X 2 + 4x-2-3x|V2x-l -x + lj = 0 
-(x 2 -4x + 2)í 1—■ 3x -- 

v \ V 2X-1 + X-1, 

[x 2 -4x + 2)(V2x-l -2x-l) = 0 


= 0 


► Cách 3 : Đặt ẩn phụ không hoàn toàn: 
Ta có : 
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2x 2 +X-2- 3xa/2x-1 = 0 

<=> - X 2 + 4x-2-3xỊa/2x--Ĩ-x + iỊ - 0 

<^> ị^y/2x — ì —x + ì^ịyj2x-ì +x-ì^ — 3xịy/2x-ì -X + lỊ = 0 

<=>(V2x-l-x + l)(V2x-l-2x-l) = 0 

► Cách 4 : Đặt ẩn phụ đưa vê hệ phương trình: 

Ta đặt y - V 2x-ì +1. Khi đó ta được hệ phương trình : 

y 2 — 2ỵ - 2x + 2 = 0 
2x 2 -3xy + 4x-2 = 0 


Vậy ta được : 

(y 2 -2ỵ-2x + 2 ) j + ị2x 2 -3xy + 4x-2^-0<=> (x- ỵ)(2x- ỵ + 2) = 0 


Một số bài tập tương tự : 

1. 6x 2 -1 ìx + (x + 6) yj3x -2=0 

2. 9x 2 -13x + 2 + (9x-6) yỊx — ì - 0 

3. 3x 2 -3x + 20 + (8x-10) V-^ + 4 = 0 

4. 9x 2 -l5x-ÌS + 6yj3x + 4 - 0 


Bài 5: Giải Phương Trình: 

X 2 -3x-4 + (x-l)\/x + l = 0 

► Ý tưởng: 

Dạng toán một căn thức V ax + h hay ở chỗ : 

Nếu phương trình có nghiệm X = x 0 G Q thì chắc chắn phương trình sẽ có 
nhân tử ịyỊax + b - sjax ữ + b j. 

Tuy nhiên, để tổng quát vói những dạng toán khác, ta luôn tìm được nhân 
tử nếu biết trước 2 nghiệm hữu tỷ của bài toán. 

► Thực hiện: 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được phương 
trình X 2 -3x-4 + (x- 1)V X +1 = 0 có nghiệm là X = —1 và X = 3 

• Ta tìm nhân tử X +1 + ax + b ) chứa cả hai nghiệm X = —1 và 
X = 3 . 
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• Vậy là yjx + ì + ax + b = 0 khi 

ịO-a+b =0 
2 + 3ũ + b = 

• Vậy nhân tử của chúng ta là 

X = —1 hoặc X = 

f 1 

<=>(a;h)= - — 
0 y J { 2 

1 — 7 1 h 

l 2 2) 

3 . Suy ra : 

n 

; 2 J 

Kết luận : Nhân tử của bài toán này là ^2v 

1 x +1 — X — 1 



► Phân tích hướng giải: 

Tương tự các ví dụ trước, ta có các hướng giải chính như sau : 

► Cách 1: Phần tích thành nhân tử không hoàn toàn: 

Ta có : 

X 2 -3x-4 + (x-l)V* + l = 0 

<=> —ị2yfx + ĩ — x — ì^ị3yfx + ĩ + X + 2^ - 0 

► Cách 2 : Nhân liên hợp hoàn toàn: 

Nêu 2yjX +1 + X +1 = 0 thì không thỏa mãn phương trình. 
Nếu 2\Ịx + 1 + X +1 ^ 0 thì: 

X 2 -3x-4 + (x-l) y/x + ì = 0 


o^x 2 -3x-^- + ^-(x-ì)ị2yfx + ĩ- x-ìj = 0 


2 2 2 


<=> (x + l)(x-3) 


\ 

3 £-1 

2 2(2VĨTĨ + x + l) 


= 0 


<=> 


(x + l)(x-3)^3VxTĨ + x + 2j = 0 

► Cách 3 : Đặt ẩn phụ không hoàn toàn: 

Ta có : 

X 2 -3x-4 + (x-l)V* + l = 0 


o Q 1 

<£> —X 2 - 3x- — + —(x-i)ị2y/x + l-x-ìj = 0 
2 2 2 

<^> - — [2\j X + \ -x-lỊỊ^V-^ + l + X + 1 Ị + — (x-l)Ị2V* + l -X -1 j = 0 
2 2 

<^> — ịlyỊx + ì —x — l^ịsy/x + ì +X + 2 j = 0 

► Cách 4 : Đặt ẩn phụ đưa vê hệ phưcmg trình: 

Ta đặt ỵ = 2\J X +1 — 1. Khi đó ta được hệ phương trình : 
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(y + l) 2 =4(x + l) 

1 _ x 

X 2 - 3x - 4 + -H X -1) ( y +1) = 0 

Á* 


y 2 + 2y-4x-3 = 0 

2,1 , 5 I 9 

X +-xy- — x- — y- — = 0 
2 2 2 2 


Vậy ta được : 


2 '* ' = u 2 y ~2 2 y ~ 
2^x 2 +ịxy-ịx-ịy-^ -3(y 2 +2y-4x-3) = 0 


<=> (x-y)(2x + 3y+ 7) = 0 

► Cách 5 : Phần tích thành nhân tử hoàn toàn: 

Theo bô đề ở đầu bài thì chắc chắn phương trình này sẽ có 2 nhân tử là 

(Vx + 1 - V-l + 1) Vã (Vx + 1 - V3+1 ì 

Vậy nhân tử của bài toán này là VxTT( VxTĨ - 2 ). Ta được : 

X 2 -3x-4 + (x-l)V* * + l = 0 


'v/x+T Ị -v/x-rT —2 j Ịx+ 2 +3 V X +1 j—0 

Một số bài tập tương tự : 

1. X 2 -2x + 3 = (2x-l) VÃT-Ĩ 

2. 2x 2 + 15x-5 = (7x + 5)^2x-l 

3. 3x 2 + 22x + 25 = (8x + 17)V* + 5 

4. 12x 2 +46x + 41 = (l9x + 27)^2x + 3 


Bài 6: Giải Phương Trình: 

2x 2 -5x-3 + 3(x-l)^3x + l = 0 

► Ý tưởng: 

Ta vẫn đi tìm nghiệm trước khi giải mỗi bài toán. 

► Thực hiện: 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được phương 
trình 2x 2 — 5x — 3 + 3(x — 1 ) ^3x + ì = 0 có nghiệm duy nhất là X = 

• Ta có thể sử dụng bô đề ở Bài 5 để tìm nhân tử. 

• Tuy nhiên, để tổng quát với những dạng toán khác, ta có thể tìm 
nhân tử (V3x + 1 + ax + b ) bằng phương pháp Đổi Dấu Trước Căn 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được phương 
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trình 2x 2 -5x-3 - 3(x -1) yj3x + l = 0 có các nghiệm là : 

jc = Ị0;5 + 2V7;5-2V7Ị 

• Khi X = 5 + 2 Vỹ thì yj3x + ì - yjì6 + 6y/ĩ = 3 + vv = ■ Vậy nhân 

tử của phương trình 2x 2 —5x — 3 — 3(v - 1 ) yj3x + ì = 0 là : 

ị2^3x + ì - X-1 j 

• Vậy không đổi dấu trước căn nữa, ta sẽ được nhân tử của phương 
trình 2x 2 - 5x - 3 + 3(v - 1 ) sj3x +1 = 0 là : 

ị-2y]3x + l-x-l} 

Kết luận : Nhân tử của bài toán này là (2yị3x + ĩ + X +1 j 

► Phân tích hướng giải: 

Đối vói những bài toán có nghiệm duy nhất, chúng ta thường nghĩ đến 3 
hướng chính như sau : 

• Nhân liên hợp 

• Đạo hàm 

• Bất đẳng thức, đánh giá 

Chúng ta thử xem các hướng đó giúp ích được gì cho chúng ta không : 

► Cách 1: Nhân liên hợp hoàn toàn: 

Ta có : 

2x 2 -5x-3 + 3(v-l) V3v + 1 = 0 


o 2x 2 + ^-x-^- + 3(x-l) J3x +1 - — 

2 2 v V 2, 

o t(x+3)(4x-7 ) + V* =° 

2 V A ’ 2 2^3771 + 5 


«.i(4x-7) 


í 


X + 3 + ■ 


= 0 


2yj3x +1 + 5 

► Cách 2 : Đạo hàm: (Tham Khảo) 

Xét hàm số: f(x) = 2x 2 -5x-3 + 3(x-l) V3xTT với V 

Khi đó: f'(x) = 4x-5 + ị ^=L và f"(x) = 4 + ị 9x + 7 . 


1 

- — ,+00 

3 J 
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Suy ra f " (;c) > OVx > - —. Vậy /' (x) = 0 có tối đa một nghiệm. 

Dễ thấy /' (o) /'(l) < 0 nên tồn tại x 0 G (o, l) để /'(x 0 ) - 0. 

Nếu X > x 0 thì / ( x) = 0 có tối đa một nghiệm. Chỉ ra nghiệm này là X = 


Nếu - Ậ < X < x n thì - Ị < X < 1 . Suy ra : 

3 0 3 


/(x) < Max 


/(4)./d)Ị./ 


~3 J 

1 ^ 

-ị’ x 0 

. 3 J 


= -^<0 
9 


Vậy / (x) = 0 không có nghiệm trong khoảng 
7 

Kết luận : X = — . 

4 

► Cách 3 : Bất đẳng thức, đánh giá: 

7 

Nếu X > — thì: 

4 


2x 2 - 5x - 3 + 3(x -1) yj3x + l > 2x 2 - 5x - 3 + 3 


3 


1-1 

v4 , 


ụ + i 

4 


= 2x 2 -5x + -^ = ỉ(4x-3)(4x-7)>0 
7 

Nếu 1 < X < -7 thì: 

4 

2x 2 -5x-3 + 3(x-1)73x + 1 <2x 2 -5x-3 + 3(x-l)^ + l 

= 2x 2 +|x-y = i(x + 3)(4x-7)<0 

Nếu " < X < 1 thì: 

3 

2x 2 - 5x - 3 + 3(x - 1 )yj3x + 1 < 2x 2 -5x-3 = (2x + l)(x-3) < 0 

► Cách 4 : Phân tích thành nhân tử không hoàn toàn: 

Ta có : 

2x 2 -5x - 3 + 3(x - l)sj3x +ĩ = 0 

Ị^2^3x + 1 +x + lj^3x + l -2x + lj = 0 

► Cách 5 : Phần tích thành nhân tử không hoàn toàn: 


o I ^ 
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Ta có : 

2x 2 -5x - 3 + 3( V- 1) yj3x + 1 = 0 

<=> ^ịlx + 3 + (x+3)yj3x + l ) jị2y/3x + l - 5j = 0 

► Cách 6 : Phần tích thành nhân tử hoàn toàn: 

Ta có : 

2x 2 - 5x - 3 + 3( V -1) ^x +1 = 0 

<=>^(2^3x + l-5)(^3x + l + l)(2^/3x + l + x + l) = 0 
Một số bài tập tương tự : 

1 . X 2 + 3x-2 + 2(x + l)V* + l = 0 

2. 2x 2 - 5x - 4 + (5x - 4) yj2x + 1=0 

3. X 3 + X + 2 +x(x + l)*Jx + 2 =0 

4. X 2 -2x+ 3 = ị^x 2 — x — ì}yJx — 3 


Bài 7: Giải Phương Trình: 

x 2 +11x-7-3(2x-1)V2x-1 = 0 

► Ý tưởng: 


Ta tìm nghiệm của phương trình để tìm nhân tử. 

► Thực hiện: _ 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được phương 

trình X 2 + ÌĨX-1 -3{2x- 1) yj2x — \ = 0 có tập nghiệm là 

|23±loV5,2 + V 2 Ị 

• Vói mỗi nghiệm, ta được nhân tử tương úng là ỊV 2 .X-I - * +1 j và 

G5=ĩ_£_!ì 

I 5 5 ) 

• Bậc của phương trình là bậc 2 nên ta sẽ có : 

X 2 +ÌÌX-1 -3(2x-ì)yj2x-ì 


J 2x-ì-x + ì) 


ì 

l 5 5 ) 
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• Thử một vài giá trị ta thấy k = 5 
Kết luận : 


x 2 + llx-7-3(2x-l)V2x-l 


= 5 ỊV 2 X-I -x + 1 



5, 


► Phân tích hương giải: 

Ta cũng có rất nhiều cách làm cho bài toán này. Tuy nhiên cách làm ngắn 
gọn nhu sau : 

► Lòi giải: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

X 2 +1 lx - 7 - 3 (2x - 1 ) yỊĩx-ĩ = 0 


<=>(V2*-l-* + l)(5V2*-l-*-2) = 0 

Một số bài tập tuong tự : 

1. 2x 2 -10x + 10-3(x-2) y/x — ì - 0 

2. 2x 2 -8x + 4-3(x -V)yj2x -1=0 

3. 2x 2 -19x + 18-x^2x-2 = 0 

4. X 2 -12x + 5-(x-l) > y5x-2 = 0 


Bài 8: Giải Phuong Trình: 

6x 2 +10x + 10-(l3x + l)V^ + 2 = 0 


► Ý tưởng: 

Ta tìm nghiệm của phuong trình để tìm nhân tử. 

► Thực hiện: 


Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta đuợc phuong 
trình 6x 2 +10x + 10-(l3x + l)V-^ + 2 =0 có tập nghiệm là 

5 + 2 V 22 ' 

> 

Với nghiệm X = — — , ta đuợc nhân tử tuông ứng là 


(2sỉ. 


X + 2 - 3x +1 


) 


Kết luận : Nhân tử của bài toán này là {l\Ịx + 2 — 3x + lỊ 
► Phân tích hướng giải: 
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Ta cũng có thể tìm nhân tử Ụx + 2 - 2 j vì nó chứa nghiệm X = 2. 

► Cách 1: Phần tích thành nhân tử không hoàn toàn: 

Ta có : 

6 x 2 + ÌOx + ÌO-ịl3x + ì)yJx + 2 - 0 
<=> (3-V^+2-2x- 2 )Ị 2^+2 -3x + 1 ) = 0 

► Cách 2 : Phần tích thành nhân tử hoàn toàn: 

Ta có : 

6 x 2 +10x + 10-(l3* + l)V* + 2 = 0 
<=> |V* + 2 -2^(6x-4) y/x + 2 -x-9j = 0 

- ( 4^+2 - 2 ) (2 V^+2+ 1 ) (2 4^+2 - 3x + 1 ) = 0 

Một số bài tập tương tự : 

1. X 2 -8x + 14 +V-X-2 = 0 

2 . 6x 2 + 3x-12 = (5x + ll)Vv + 2 

3. 15x 2 + 55x + 28 = (37 x-l)yj5x + 2 

4. 3x 2 -18x + 28 = (8x-28) y/x-3 


Bài 9: Giải Phương Trình: 

10x 2 + 13x + 7 -(l9x + 5) VxTI = 0 

► Ý tưởng: 

Ta tìm nghiệm của phương trình để tìm nhân tử. 

► Thực hiện: 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được phương 
trình 10x 2 + 13x + 7 — (l9x + 5) VxTT = 0 có tập nghiệm là 

5 + 3 VĨ 7 -3 + 2 V 2 Ĩ' 

• Nhân tử tương ứng là ^ 2>/x + l - 5x -1 j và (3VĨTĨ-2X-1) 

Kết luận : Nhân tử của bài toán này là 

( 2 V-X + I -5x-l) và Ị3Vv + l -2x-l) 

► Phân tích hướng giải: 

Lời giải sẽ vô cùng ngắn gọn : 
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► Lời giải: Phân tích thành nhân tử: 

Ta có : 

ÌOx 2 + 13x + 7-(l9x + 5) VxTT = 0 
<^(2VĨTT-5x-l)(3VĩTĨ-2a:-l) = 0 

Một số bài tập tương tự : 

1. 2x 2 -19x + 40 = 2(x + 3) yJx-3 

2. 2x 2 -19x + 16 = 2(x-3) V* + 3 

3. X 2 -12x-5 = (x-l)^/5x + 3 

4. X 2 -15x-26 = 2(x + 4) \/x + 4 


Bài 10: Giải Phương Trình: 

9x 2 -12x-2-(3x 2 + 2x-9) y/x-ì - 0 

► Ý tưởng: 

Đây là một ví dụ điển hình cho việc không tốt của phương pháp Bình 
Phương Hai vế. Mọi bài toán dạng này đều có thể phân tích thành nhân tử 
nên bạn đọc không cần lo lắng nếu gặp bài toán tương tự. 

► Thực hiện: _ 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được phương 

trình 9x 2 -12x- 2-(3x 2 + 2x-9) yjx-ì = 0 có tập nghiệm là 

23-3V2T 23 + 3V2T' 

< --—--* -—-- > 

6 6 

• Nhân tử tương ứng là ^9Vx-l -3x- 2^ 

Kết luận : Nhân tử của bài toán này là ^9Vx-l -3x- 2) 

► Phân tích hướng giải: 

Chúng ta thử giải bài toán này dưới dạng nhiều hướng đi khác nhau. Thử 
xem cách nào phù hợp vói chúng ta nhất. 

► Cách 1: Bình phương hai vế: 

Ta có : 
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9x 2 -ì2x-2-{3x 2 + 2x-9)^ĩ = 0 
<T>9x 2 -\2x-2 = (3x 2 + 2x-9)Jx^ĩ 

=> (9x 2 -Ì2x-2Ỵ = ị3x 2 + 2 x-9Ỵ (x-l) 
9x 5 - 78x 4 + 154x 3 - 94x 2 4- 69x - 85 = 0 


(V 3 - X 2 -1) [9x 2 - 69 X + 85Ị = 0 


9x 2 -69x4-85 = 0 


X 3 -X 2 -1 = 0 


Xét hàm số / (x) = X 3 - X 2 - 1 vói X > 1 . Ta được : 

/ '(x) = 3x 2 -2x = x(3x-2) > OVx > 1 
Vậy ta chứng minh được phương trình / (x) = 0 có tối đa một nghiệm. 


Chỉ ra nghiệm này là X 


2 + ^116 + 12793 4--Ự1I6-I2V93 N 


và thấy nó 


không thỏa mãn phương trình ban đầu. 

_23 + 3V2I 

Kết luận : X =-:-. 

6 

► Các/ỉ 2 : Nhân liên hợp không hoàn toàn: 
Ta có : 


9x 2 -12x-2-(3x 2 + 2x-9)Vx^ = 0 
<=> X 3 + ~Ẹ~ + q (^ 2 + 2x-9^9-s/x-ĩ-3x-2j = 0 

<=> -^xỊ9%/x--ĩ-3x-2jỊ9Vx-T + 3x + 2j 

+ ì(3x 2 4-2x-9^9Vx-T-3x-2j = 0 
<^> ị9yjx-ì -3x-2jỊxVx-T 4- lj = 0 


<^> 9yjx — ì - 3x - 2 = 0 


► Các/í 3 ; Nhân liên hợp hoàn toàn: 
Ta có : 
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9x 2 -Ì2x-2~[3x 2 + 2x-9)4x Z l = 0 


23x 2 85x 1 


<=> X 3 -^- + ^ + ^(3x 2 + 2x-9)Ì9jĩ^ĩ-3x-2 ) Ị = 0 

1 1 Í3x 2 + 2x-9Ì(9x 2 -69x + 85Ì 

<^x(9x 2 -69x + 85Ì-^- — r—\ -r-- 

9 v ’ 9 9vxM+ 3x + 2 


= 0 


<=> 


<=> 


-^(9x 2 -69x + 85)íx--^ =4~ 9 ~ 

9 V \ 9-Jx-ĩ + 3x + 2 J 

(9x 2 -69X + 85)ỊxV-x-1 +l) 

9yJx-\ + 3x + 2 


= 0 


= 0 


<=> 9x 2 - 69X + 85 = 0 
► Cách 4 : Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

9x 2 -12x-2-ị3x 2 + 2x-9 )Vx-ĩ = 0 
<tí> ị9\Jx-l -3x-2^xyjx-ì +lì = 0 
<h> 9 V-V -1 - 3.V -2 = 0 

, ^ _ : ..u_2 + ^/116 + 12+93 +</116-12+93 , 

ĩ Tại sao lại sinh ra nghiệm X =--—:-? 

6 6 

Bản chất của phương pháp bình phương hai vế là việc giải cả 2 phương 
trình: 

• 9x 2 -12x-2-^3x 2 + 2x-9) Vx-T = 0 

• 9x 2 -12x-2 + (3x 2 + 2x-9)Vx-I = 0 

2 + ^/116 + 12+93+^116-12+93 ,, _ u _ 

Và nghiệm V =--—-- là cứa phương trình dưới 

6 


Một số bài tập tương tự : 

1. X 2 -4x + 5 = (x 2 -4x + 2^yjx-2 

2. X 2 + X+ 3 = (x 2 -4x-Ỷj^2x -1 

3. X 3 -5x 2 + 5x-3 = (2x + l) yjx-ì 

4. 2x 3 -llx 2 + 23x-31 = 13(x-2 )yJx — 3 
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Bài 11: Giải Phương Trình: 

X 3 -7x 2 + 16x-6-(x 2 —x — ^y/x — ì = 0 

► Ý tưởng: 


Tương tự tất cả các bài toán khác, chúng ta thử tìm nghiệm của bài toán để 
định hướng giải. 

► Thực hiện: 


• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta được phương 
trình X 3 - 1X + 16x-6-(x 2 -X-8) Vx-T = 0 có nghiệm duy nhất 
là x = 5. 

• Thử nhân liên hợp, ta thấy : 

X 3 -7x 2 +16x-6-(x 2 - x-8^ Vx-T = 0 


<^>(x-5) x 2 -4x-2 


X 


■x-8 


y/x — l + 2 


= 0 


• Tuy nhiên, X 2 - 4x - 2 - - —- — 0 lại có nghiệm X = 5 . 

V X — 1 + 2 


• Đặt /(x) = X 3 -7x 2 + 16x-6-(x 2 -x-8) V-K-1 

• Thử bằng Mode TABLE hoặc gán trực tiếp CALC, ta thấy : 


X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

10 

>10 

/0) 

4 

12 

8.8284 

3.0717 

0 

4.8065 

22.7173 

208 

>0 


• Vậy đây là một bài toán nghiệm bội kép X = 5. 


Kết luận : Bài toán bội kép X = 5 và chắc chắn chứa nhân tử 


( 4 ^ 1 - 2 ^ 


► Phân tích hướng giải: 

Ta nhận thấy / (x) = X 3 — 7x 2 + 16x — 6 — (x 2 — X — 8) y/x — ì > 0 nên ta có 
thể dùng bất đẳng thức. 

Ngoài ra, ta vẫn có thể tìm nhân tử của bài toán dưới dạng tổng quát (cho 
cả những bài toán nhiều căn, căn bậc cao) tương tự cách làm sau : 

• Giả sử nhân tử của bài toán là ỊV-X-1 + ax + b j 

• Khi đó / (x) = y/x-ì + ax + b - 0 có nghiệm bội kép X = 5 

• Khi đó a,b phải thỏa mãn hệ phương trình sau : 
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f '(5) = 0 
/( 5 ) = 0 


<=> < 


— + ũ —■ 0 

4 <=> < 

2 + 5ữ + b — 0 


a - — 


b = ~- 


, A 6 I -- 1 34 

Kết luận : Nhân tử của bài toán là yjx-Ì-—X-— . 

V 4 4 J 

Ta còn một hướng đi khác, đó là bất đẳng thức, đánh giá. 


Ta thấy rằng : 


X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

10 

>10 

/(*) 

4 

12 

8.8284 

3.0717 

0 

4.8065 

22.7173 

208 

>0 


Vậy chứng tỏ là rất có thể f(x) > 0 với mọi X > 1 

► Cách 1: Nhân liên hợp hoàn toàn: 

Ta có : 

X 3 -1X 2 +16*-6 - Ịx 2 -X- 8) y/x-ì - 0 

_ 3 , 15 , , 75 _ / 2 _ o ư r —7 1 .. 3' 

4 2 4 v \ 4 4, 

^ / -\2 3 1 

<=> ( X - J ) — XH- 7 - - -r 

^4 4ị^4\fĩc-ĩ + x + 3j^ 

► Cac/í 2 : Nhân liên hợp không hoàn toàn: 

Ta có : 

3 -1X 1 + 16x-6-(x 2 -x-8) Vx-1 = 0 

•íx 2 -x-8ì( y[x-ĩ-—x- 
2 4 v 4 

^ 7 1 _3Y /—7 1 3^ 

Vx-1-—X-— VX-1+— x+— 


= 0 


X -/X +iõx-ồ-^x'-x-ồj 

3 v 3_Ị5 2 75 /,_ v 

4 2 4 v 

n ./ /— 1 3 Y r 

<=>-12x y X — 1 —- X —- Va 

V 4 4 A 

-(x 2 -X-8Ì| Vx-1-^-x--^ =0 
1 \ 4 4 J 

<=> y/x-ì - — X- — Í4x 2 + 8x-8 + 12xVx-I) = 0 
V 4 4j' ’ 


= 0 


-) 


<=> 


yJx-\ — \x — \- 0 
4 4 
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► Cách 3 : Phân tích thành nhân tử không hoàn toàn: 

Ta có : 

X 3 -1X 1 + 16x-6-(x 2 -x-8jy/x-\ = 0 

<^> ịy[x-ĩ- 2 j Ịx 2 +2x-2 + 3xVX -1 j = 0 

► Cách 4 : Phần tích thành nhân tử hoàn toàn: 

Ta có : 

X 3 -1X 1 + 16x-6-(x 2 -x-8j\Ịx-l = 0 

<=> ^x + y/x-ì + lỊ Ụx-l-ÌỴ =0 

► Cách 5: Bất đẳng thức, đánh giá: 

Ta có : X 3 — 7x 2 + 16x — 6 = (x —l)(x 2 — 6x +10) + 4 > 0 vói mọi X > 1 nên suy 
ra X 2 — X — 8 > 0. Do y/x-ì < ——-Ị theo BĐT Cauchy nên ta được : 

X 3 -1X 2 + 16x-6-(x 2 -x-8)\/x-l 

> X 3 -7x 2 + 16x-6-(x 2 — X —8 — ~~ 


= ^-x(x-5) 2 > OVx > 1 

► Các/ỉ 6 : Đạo hàm: 

Đặt / (x) = X 3 - 7x 2 + 16x- 6 -(x 2 - X - 8) yỊx — 1 vói X> 1 
Ta có 


^ (5x + 3)(x-2) , „ 5x + 3 'ì 

/'(x) = 3x 2 -14x + 16--— , —- = (x-2) 3x-8- 1 
v ; 2yfx-ĩ v \ 2y[x-ĩ J 

(x-2)^(6x-16) y/x — 1 -5x-3j (x-2)ỊV.*-l -2j^7Vx-l + 6x-2j 


2y/x-l 
X = 2 


Vậy /'(x)=0<=> 


V^ĩ = 2 


<=> 


X = 2 
X = 5 


2 V X -1 

(vì l\Ịx-l + 6x-2 >OVx> 1) 


Vẽ bảng biến thiên ta được /(x) > /(5) = 0 
Vậy /(x) = 0 khi và chỉ khi X = 5. 


Một số bài tập tưong tự : 

1. 2x 2 - 5x + 5 = (3x-l) yjx-2 
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2. 3x 3 - X 2 - 6x + 4 = 

3. X — 2x + 2x + 1 — 1 

4. X 3 -X 2 -8x + 12 = 

^2x 2 -3x + l 

^x 2 -x-iỊ^y 

ị(x-2) 2 \Ịx 

)px-2 

3x + l 

-1 


Bài 12: Giải Phuong Trình: 

X 2 + 2x - 8 / . X 

7 r ”=(*+i) 

X 2 - 2x + 3 

[4x + 2-2\ 

(đê thỉ THPT Quốc Gia năm 2015) 


► Ý tưởng: 

Là một bài thi trong đề thi THPT Quốc Gia, nhiều bạn bị mất điểm vì 
không giải quyết trọn vẹn đuợc bài toán này. 

Có rất nhiều cách để có đuợc lòi giải, chúng ta thử khám phá lần luợt. 

► Thực hiện: 


Dễ dàng ta thấy 

x 2 +2x-8 
X 2 -2x +3 

<=> (a: + 4)ỊV 


V 2 + 2x-8 = (x + 4)(x-2) 

ỊV* + 2-2jỊV-x + 2 + 2Ị = x- 
(* + l)(V* + 2-2) 

X + 2 — 2 Ị X + 2 + 2 j = (x + 1 ) ^ 


2 




. Vậy ta đuợc : 


2 -2x + 3)(V* + 2-2 


Thứ ta cần giải quyết là giải phuong trình sau : 

(x + 4)ỊV* + 2 + 2j = (x + l)(x 2 -2x + 3) 

<=> (x + l)Ịx 2 -2x + 3)-2(x + 4)-(x + 4) y/x + 2 = 0 

<=> V 3 - X 2 - V - 5 - (V + 4 ) y/x + 2 - 0 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta đuợc : 

> Phuong trình X 3 - X 2 - X - 5 - (x + 4)V* + 2 = 0 có nghiệm 
A = 3.30277563 

> Phuong trình X 3 - X 2 - X - 5 + (x + 4 ) yjx + 2 = 0 có nghiệm 
B = —0.30277563 

> Thành thử ta thấy A + B = 3 e Q. 

> Nghiệm của phuong trình ban đầu là : 
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A + B + ẶA-B) 2 3 + VĨ3 

X =-—-= ——— 


• Khi X = thì Vx + 2 = A 

2 V 


7 + VĨ3 _1 + VĨ3 


= x-1 


Kết luận : Nhân tử của bài toán này là ị^y/x + 2 - X + lỊ 


► Phân tích hướng giải: 

Sẽ có rất rất nhiều cách giải cho bài toán này và lòi giải sẽ nhanh chóng 
đuợc tìm ra nếu ta sử dụng CASIO một cách thành thạo. Bạn đọc có thể suy 
nghĩ thêm. 

► Các/í 1: Bình phương hai vế: 

Ta có : 


X 3 -X 2 -x-5-(x + 4)V* + 2 = 0 
=> (x 3 -X 2 -x-5) = (x + 4) 2 (x + 2) 

<£> (x 2 - 3x - 1)(x 4 + X 3 + 3x 2 + X + 7Ị = 0 


<=> X 2 -3x-l = 0 


(do X 4 +x 3 +3x 2 +X + 7 = x 2 +^-2 

1 2 


+ ■ 


27 


7 


2^1 


x + — 


V 


+ ^ > 0) 
3 


► C4c/z 2 : Nhân liên hợp không hoàn toàn: 
Ta có : 


X 3 -X 2 - x-5-(x + 4)V-* + 2 = 0 

<=> X 3 -X 2 - x-5-(x + 4)(x-l) = (x + 4)ỊV-* + 2- x + lj 


<=> (x + l)(x 2 -3x-lj = (x + 4)|V.x + 2-x + lj 

< w > (x + 1) X + 2 — X + 1 j ỊVx + 2 + X — lj + ^x + 4) ụ X + 2 — X 4- 1 j — 0 

ị^\J X + 2 — X + lì Ịx” +x + 3 + (x + l) \J X + 2 j — 0 

► Cách 3 : Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

X 3 - X 2 - X - 5 - (x + 4) -Jx + 2 - 0 

<=> (VĨT2-* + l)(x 2 +x + 3 + (x + l)Vx+~2 j = 0 

(Vì X + X + 3 + ( X +1) \fx~-\-2 = Ị -\fx-\-2 +1Ị Ị yfx~-\-2 + 2 j Ị \fx-\-2 — 1 j +3>0) 
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► Cách 4 : Hàm đặc trang kiểu 1: 

Ta đặt a = \jx + 2 và b = x +1 vói a > 0 và b > — 1. Ta có : 

ịyJx + 2 + 2j(v + 4) = (v + l)(v 2 - 2x + 3 ) 

(a + 2)[a 2 + 2) = (6 + 2)(z? 2 + 2 ) 

► Các/? 5; iĩàm ííặc ínmg /dểtt 2: 

Ta có : 

X 3 -X 2 -x-5 = (x + 4)Vx + 2 

<^> X 3 - X 2 + X + 3 = (x + 4 )ỊVx + 2 + 2j 

<^>Ịx 2 -2x + 3)(x + l) = (x + 4)ỊVx + 2 + 2j 

Xét hàm số f (t) = Ịt 2 + 2j(t + 2 ) vói t e M thì f '(t) = 3t 2 + 4t + 2 > ovt G M . 
Hàm SỐ cũng liên tục trên R . Vậy : 

x_1 -° _ 3 + VĨ3 

x + 2 = (x-l) 2 

► Cííc/í 6 : Đạo hàm: 

► Cách 7: Đặt ẩn phụ hoàn toàn: 

► Cách 8 : Đặt ẩn phụ không hoàn toàn: 

► Cách 9: Nhân liên hợp hoàn toàn: 

► Cách 10: Đặt ấn phụ đưa vê hệ phưong trình: 

► Cách 11: Đánh gỉấ, bất đẳng thức: 

► Cách 12 : Hàm đặc trimg kiểu 3: 


fỊVx + 2j = f(x-l)<íí> Vx + 2 =x-!<=>< 


? Tại sao lại có các lời giải trên ? 

Thực sự thì các lời giải này tương tự nhau nên việc tìm ra mấu chốt của bài 
toán sẽ đưa đến các lời giải như trên. Kể cả là Cách 4, Cách 5, Cách 12. 
Quan trọng là bạn đọc tư duy như thế nào cho hiệu quả. Hãy thử động 
não. Nếu bạn đọc quá tò mò thì hãy kiên nhẫn xem các bài tập ví dụ tiếp 
theo. 

Đó là cách giải quyết hầu hết các bài toán dạng : 

ax 3 + bx 2 + cx + d = (mx + n) ^Ịpx + q 
Để biến đổi phương trình về dạng : 

f (ex + f) = f(Vux + v) <^> ex + f = Vux + V 

Gợi ý : ex + f = Vux + v là nhân tử của bài toán. 
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Một số bài tập tương tự : 

1. X 3 -X 2 +3x-9 = (x + 8) VãTT2 

2. X 3 -6x 2 + 13x-2 + (x + 2) VxTĨ = 0 

3. 4x 3 +12x 2 -13 x-21 = (32x + 36)\/xTT 

4. 2x 3 - 9x 2 + 37x -18 = (32x -14) yỊlx-l 


Sau đây là một số vấn đề mở rộng về việc ứng dụng của phương pháp giải 
phương trình vô tỷ bằng CASIO : 

• Giải bất phương trình vô tỷ 

• Tìm biểu thức cần nhân liên hợp 

• Bất đẳng thức 

• Hàm đặc trưng (cách giải tôhg quất cho hài toán THPT Quốc Gia 2015) 

• Đặt ẩn phụ không hoàn toàn 

• Đặt ẩn phụ đưa về hệ phương trình 


Bài 13: Giải Bất Phương Trình: 

2x - 3 > (x 2 - 4x +1) y/x-2 

► Ý tưởng: 

Có lẽ bây giờ nhìn lại bài toán này, bạn đọc đã hình dung được rất nhiều 
cách làm. Lời giải ngắn gọn nhất và dễ biến đổi nhất là phương pháp phân 
tích thành nhân tử. 

► Thực hiện: 

Sử dụng máy tính CASIO ta được nhân tử của bài toán này là 

{^\Ịx-2 —x + 3 ị 

► Phân tích hướng giải: 

Ta coi bất phương trình như phương trình. 

► Lời giải: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

2 x-3 > (x 2 -4x +1) y/x-2 

<^> ỊV-X-2 -x + 3jỊxV*-2 + X — lỊ > 0 

<^> yJx-2 > x-3 

Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 
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Một số bài tập tương tự : 

1. (X - 3 ) sịlx -1 < 2x 2 - 2x -1 

2. 5x + 6x +1 < ^2x~ + 3x + lỊ y/X + 2 

3. 6x 2 - 6 > (2x 2 + 5x-12) Vx+~5 

2(x + l) 2 , r——- 

4. v >l~V2x + 3 

X 


Bài 14: Giải Bất Phương Trình: 

2x 3 -3x 2 + 2 < Ì3x 2 -5x + 4) v*-l 

► Ý tưởng: 

Ta cũng có thể sử dụng CASIO để tìm biểu thức cần nhân liên hợp cho bài 
toán này. 

► Thực hiện: 


Sử dụng máy tính CASIO ta được nhân tử của bài toán này là 



► Phân tích hướng giải: 
Ta sẽ nhóm theo nhân tử 


í I -7 

Vx- 1 

V 



vừa tìm được. 


► Lời giải: Nhân liên hợp: 

Ta có : 

2x 3 - 3 X 2 + 2 <( 3 je 2 - 5x + 4 ) 4x^1 

4 2 13 10 / 2 \f r— 2.11 

3 3 3 v \ 3 3) 

í \ 


<7Í> (4x-5)(x- 2 ) 


1 

- +■ 

3 


3x 2 -5x + 4 




V 


Vx-1 + _ X — — 
3 3 


n 


<0 


) ) 


<^(4x-5)(x-2)<0 

Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Một số bài tập tương tự : 
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1 . 2x 3 + x " -26x + 20 + (óx°-1ỔX-4-) \fx-ĩ> 0 

2. 9[x 2 -3)7^2 < 3x 3 - JC 2 -18 

3. (5x 2 + 25 x + 1ổ) v* + l = X 3 + 15x 2 + 34x + 14 

4. X 3 -X 2 -X -5 - ^-(v-5) V* + 2 


Bài 15: Giải Bất Phương Trình: 

X 2 -3x-l + (x 2 -3x-5) yỊx + ì > 0 

► Ý tưởng: 

Tương tự bài 14, ta cũng có thể tìm được biểu thức cần nhân liên hợp với 
■\J x +1 

► Thực hiện: 

Sử dụng máy tính CASIO ta được nhân tử của bài toán này là 

X + 1 — X + 2 Ị 


► Phân tích hướng giải: 

Để nhân liên hợp, ta cần xét một số điều kiện : 

► Lòi giải: Nhân liên hợp: 

Ta có : Nếu Vx + 1 + x- 2 = 0<=>x = ——2^3 Ll ~' 


thì thoả mãn 


Nếu Vx + 1 + x- 2>0<tí>x> ——2^ thì: 


2 

x 2 -3x-7 + (x 2 -3x-5)Vx+Ĩ>0 

<»x 3 -4x 2 -2x + 3 + Ịx 2 -3x-5jỊVx + l -X + 2Ì>0 


(x + l)Ịx 2 -5x + 3j- 






(x 2 -3x-5)(x 2 -5x + 3) 
Vx + 1 + X — 2 

>0 


>0 


/ 2 _ _\f , X 2 -3x-5 A 

(x 2 -5x + 3) x + 1— -- 

v \ Vx + l+x-2 y 

(x 2 -5x + 3jỊ(x + l)7x + l + 2x + 3j 
Vx + 1 +X-2 


>0 


X 2 -5x + 3>0 


^ 

Nếu Vx + 1 + x- 2<0<=>x<-——— thì tương tự. 


2 
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Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Một số bài tập tương tự : 


1. 

X 5 -2x 4 -x + l = (x 4 

-x + 2j yjx-ì 

2. 

X + 3x~ +7x + 4 + (j 

X + 3x + 2^-\jx + 2 >0 

3. 

X +7x”+16x + 4 + ^ 

3x 2 - 4x - 1 ] a/5x + 2 < 0 

4. 

X 3 - X 2 + 5x - 1 + (3x 

2 -5x + 2 ) y/x + ì < 0 


Bài 16: Giải Phương Trình: 

x 3 -4x 2 +11x-10 = (x 2 +2x-9)72x-3 

► Ý tưởng: 

Ta sẽ sử dụng CASIO để kiểm tra xem bài toán này có sử dụng bất đẳng 
thức được không. 

► Thực hiện: 

Thứ nhất, sử dụng máy tính cầm tay ta thấy phương trình này có nghiệm 
duy nhất là X = 3 + \ỊĨ = 4.41421356 

Thứ hai, ta thử khi x = 1.5,2,4,4.4,4.5,5,10,1000,... thì ta thấy: 

x 3 -4x 2 +11x-10-(x 2 +2x-9)72x-3>0Vx>| 

Vậy ta sẽ chứng minh X 3 -4x 2 +llx-10-(x 2 + 2x-9^yj2x-3 >0 

► Phân tích hướng giải: 

Ta thấy nghiệm là X = 3 + V 2 là điểm rơi, vậy thì khi đó : 

^2x -3=1 + V 2 = X - 2 

Để ý rằng khi x - 2 (theo ĐKXĐ) thì X 3 - 4x + 1 lx - 10 > 0 , từ đó ta có lời 

giải như sau : 

► Lời giải: Bất đẳng thức: 

ĐKXĐ: x> 4 . Khi đó: X 3 -4x 2 +llx-10 = 4 + 4(2x-3)Í4x 2 -10x + 29Ì>0 
2 8 8 V A ’ 

Vậy suy ra x 2 +2x-9>0=>x> y/ĩõ - 1 > 2 . Do đó : 

2^/2x-3(x-2)<2x-3 + (x-2) 2 =(x- 1) 2 ^>7 2x ~ 3 - !^~ 1 ^ Vx>2 

ZỊ X z I 


Từ đó : 
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X 3 - 4x 2 +1 lx - 10 = (x 2 + 2x - 9 ) yjlx - 3 < 
(x 2 -6x + 7) 


(x 2 + 2x-9)(x-lý 
2(x-2) 


2(x-2) 

Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


<0=>x-6x + 7 = 0 


Một số bài tập tương tự : 

1. X 2 -3x + 4-2yJx-ì < 0 

2 . X 4 + 3x 3 -10 x 2 + 48x - 32 = 4(7 - 12 ) y[^ĩ 

ỵ 4 7 1 ỵ 2 „ -- 

3. —— H---18x + 9 = 3x 2 yJx-2 

36 4 

4. X 6 +13x 2 + ỔX + 16 = 2x(x 4 -X 3 +10)V* + 2 


Bài 17: Giải Phương Trình: 

X 3 -X 2 -x-5 = (x + 4)Vx + 2 

► Ý tưởng: 

Ta đã có rất nhiều cách để làm bài toán này. Tuy nhiên, để có một lời giải 
ngắn gọn như cách 4, cách 5, cách 12 thì ta phải tìm được biểu thức của 
hàm đặc trưng. Sử dụng máy tính CASIO cũng sẽ giúp ích được cho chúng 
ta tìm hàm đặc trưng. 

► Thực hiện: 

Sử dụng CASIO, ta tìm được nhân tử là Vx + 2 = X -1. Vậy ta cần tìm hàm 
đặc trưng sao cho fí Vx + 2 1 = f (x-l). 


Vì hệ số của Vx + 2 là X + 4 = Ụx + 2 Ỵ + 2 là bất di bất dịch rồi nên ta biến 
đổi như sau : 


X 3 -X 2 -x-5 = (x + 4)Vx + 2 

«x 3 -X 2 - x-5 + k(x + 4) = (x + 4)ỊVx + 2 + kj 

<=> X 3 -X 2 +(k-l)x + 4k-5 = 1^72)- +2 ỊVx + 2 +kj 


► Phân tích hướng giải: 
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Hàm đặc trưng của bài toán này sẽ có dạng : f (t) = Ịt 2 + 2^(t + k) bởi vì vế 
phải ta có f(Vx + 2) rồi 

Vậy để f Ụx + 2 j = f (x -1) thì vế trái sẽ phải thỏa mãn : 

x 3 -x 2 +(k-l)x + 4k-5 = f(x-l)Vx 

X 3 - X 2 +(k-l)x + 4k- 5 = (x-l + k)Ị(x-l) 2 + 2^Vx 

<^> X 3 - X 2 + (k -l)x + 4k -5 = X 3 +(k -3)x 2 -(2k -5)x + 3k -3Vx 
<=> k = 2 


► Lời giải: Hàm đặc trimg: 

ĐKXĐ : V > -2. Ta có : 

X 3 -X 2 -x-5 = (x + 4)Vx + 2 

« X 3 - X 2 + X + 3 = (x + 4 )ỊVx + 2 + 2 ) 

<^>Ịx 2 -2x + 3j(x + l) = (x + 4)ỊVx + 2 + 2 ) 

Xét hàm số f (t) = Ịt 2 + 2)(t + 2) vói t e K thì f'(t) = 3t 2 + 4t + 2 > ovt G R 


Hàm số cũng liên tục trên R. Vậy : 
f Ị-s/xTĨ j = f (x-l) <=> Vx + 2 = x-l<=> 


X-1>0 
x + 2 = (x-l)‘ 


«>x = 


3 + VĨ3 


Một số bài tập tương tự : 

1. 2x 3 -4x 2 -5x-25 = (lóx + 50) Vx+~3 

2. 2x 3 -23x + 45 = ịl6x — ÌS')y/x — 2 

3. 8x 3 -ììx + 6- 3x*j3x-2 

4. 2x 3 -2x 2 + 1ỈX + 31 = (2x + 19)V* + 3 


Bài 18: Giải Phương Trình: 

X 3 -6x 2 + 12x-12 + (x + 4)Vx-2 = 0 

► Ý tưởng: 

Ta sẽ làm tương tự bài 17. 

► Thực hiện: 

Sử dụng CASIO, ta tìm được nhân tử của bài toán là ỊVx- 2 + X-3). 
Ta có : 
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X 3 -6x 2 +12x-12 = -(x + 4)Vx-2 

<=> X 3 -6x 2 + (12-k)x-12-4k = -(x + 4)ỊVx-2 + kj 


► Phân tích hướng giải: 

Vì x + 4 = (Vx-2) 2 + 6 nên nhân tử của chúng ta có dạng : 
f(t) = -Ịt 2 +ó)(t + k) với k thỏa mãn 
f ỊVx - 2) = f (3-x)Vx 

X 3 -6x 2 +(l2-k)x-12-4k = -|(3-x) 2 +ój(3-x + k)Vx 

« X 3 - 6x 2 + (12-k)x -12 -4k = X 3 -(k + 9)x 2 + (6k + 33)x - 15k - 45Vx 
<=> k = —3 


► Lời giải: Hàm đặc trtmg: 

ĐKXĐ : X > 2 . Ta có : 

X 3 -6x 2 + 12x-12 = -(x + 4)Vx-2 

X 3 -6x 2 +15x = -(x + 4)ỊVx-2 - 3j 


(3 - X - 3)Ị(3 - x) 2 + ó) = (Vx^2 - 3)|^( Vx^2) 2 + 6 A 


o3-x = \jx-2 

Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Bài 19: Giải Phương Trình: 

X 3 - 2x 2 +5x-5 = (2x + 5)72x-1 

► Ý tưởng: 

Ta sẽ làm tương tự bài 17. 

► Thực hiện: 

Sử dụng CASIO, ta tìm được nhân tử của bài toán là ịyj2x-ì - X +1 j. 

Ta có : 

x 3 -2x 2 +5x-5 = (2x + 5)^/2x-1 
<r>x 3 -2x 2 +5x-5 + (2x + 5)k = (2x + 5)( N /2x-l + k) 

► Phân tích hướng giải: 

Ta cần tìm f (t) = (t 2 + ój(t + k) với k thỏa mãn đẳng thức sau với mọi X 








Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


X 3 -2x 2 + 5x-5 + (2x + 5)k = (2x + 5)Ị^2x-l + kj 
= f(^/2x-l) = f(x-l) 

= Ị(x-l) 2 + ój(x-l + k) 


Ta được Ả: = 1 
► Lời giải: Hàm đặc trimg: 

ĐKXĐ : X > ị . Ta có : 

2 

x 3 -2x 2 +5x-5 = (2x + 5)^2x-1 
<=> X 3 - 2x 2 + 7x = (2x + 5)Ụĩx -1 +1) 


<=>(x-l + l)Ị(x-l) 2 +ój = Ị^2x-l + 1 



<=> x-l = yj2x-ì 

Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Bài 20: Giải Phương Trình: 

8x 3 - 40x 2 + 72x - 58 = (x + 8) Vx + 3 

► Ý tưởng: 

Ta sẽ làm tương tự bài 17. 

► Thực hiện: 

Sử dụng CASIO, ta tìm được nhân tử của bài toán là : 

Vx + 3 (Vx + 3 + 2Ì = x-2-^Vx + 3 

l 2 '2 

Hay gọn hơn là ỊVx + 3 - 2x + 4Ị. 

► Phân tích hướng giải: 

Cần tìm hàm f (t) = (t 2 +5^(t + k) sao cho fỊVx + 3j = f(2x-4)Vx . Hay : 
8x 3 -40x 2 +72x-58 + k(x + 8) = (x + 8)(Vx + 3+k) = f(Vx + 3] = f(2x-4) 

Vì biểu thức đúng với mọi X nên mình cho X = 0 ta được : 

8k - 58 = f (-4) = Ị(-4) 2 + 5 Ị(-4 + k) => k = 2 

Thử lại thấy thỏa mãn. 

► Lời giải: Hàm đặc trimg: 

ĐKXĐ : X > -3. Ta có : 
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8x 3 - 40x 2 + 72x - 58 = (x + 8) Vx + 3 


<=> ((2x - 4) 2 + 5 Ị(2 x - 4 + 2) = Ịậ V^+ 3) 2 + 5 Vx + 3 + 2 ) 


2x - 4 = Vx + 3 


Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Bài 21: Giải Phương Trình: 

2x 3 + 3x 2 -5x + 2 + ( 

5x 2 -7x + 2 

)v 

'2x + l =0 

► Ý tưởng: 

Ta sẽ sử dụng phương pháp đặt ẩn 
toán. 

► Thực hiện: 

phụ không hoàn toàn để giải quyết bài 

• Sử dụng máy tính cầm tay CASIO ta được 2 nhân tử của bài toán 
này là : 

> ÍV 2 X + I + X- 2 Ì 

> ÍV2x + l + 2x-3Ì 

• Sử dụng máy tính cầm tay CASIO để chia biểu thức ta được : 

2x 3 +3x 2 -5x + 2 + Í5x 2 -7x + 2Ì J2x + 1 ,_ 

' > v - hv±i _L V_1_1 

Ị^2x +1 + 2x — 

• Từ đó ta đặt V2x + 1 = a 
2x 3 + 3x 2 -5x + 2 + 

= (a + x + l)(a + x-^ 
= 2x 3 +(5a-5)x 2 + 

3)(V2x + l+x-2) v “'* . 

thì: 

'5x 2 -7x + 2Ìự2xTT 

2)(a + 2x-3) 

(4a 2 - 9a - 1 ) X + a 3 - 4a 2 + a + 6 


Kết luận : 


2x 3 +3x 2 -5x + 2 + ^5x 2 -7x + 2jự2x + l = (a + x + l)(a + x-2)(a + 2x-3) 

► Phân tích hướng giải: 

Ta chỉ cần trình bày ngược lại với những gì chúng ta làm 

► Lời giải: Đặt ẩn phụ không hoàn toàn: 

ĐKXĐ : X > - 4. Đặt a = V2x + 1 vói a > 0 thì : 

2 


2x 3 +3x 2 -5x + 2 + (5x 2 -7x + 2)^/2x + 1=0 
<^2x 3 +(5a-5)x 2 +(4a 2 -9a-l)x + a 3 -4a 2 +a + 6 = 0 
(a + x + l)(a + x — 2)(a + 2x — 3^ = 0 
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Bài 22: Giải Phương Trình: 

x 3 -3x 2 + 2x-4 + (x 2 +2x-ổ)Vx-2=0 

► Ý tưởng: 

Ta sẽ thử đặt ẩn phụ để đưa về hệ phương trình 

► Thực hiện: _ 

• Sử dụng máy tính cầm tay CASIO ta được 2 nhân tử của bài toán 
này là : 

ỊVx- 2 + x-3j 

• Vậy ta đặt a = yjx — 2 và b = 3 — x suy ra a 2 + b = 1 và : 

X 3 -3x 2 + 2x-4 + Ịx 2 + 2x-6)Vx-2 

= (3-b) 3 -3(3-b) 2 + 2(3-b)-4 + Ị(3-b) 2 + 2(3-b)-6ja 

= (b 2 -8b + 9)a-b 3 +6b 2 -llb + 2 

• Hệ phương trình của chúng ta sẽ là : 

a 2 + b-l = 0 

(b 2 -8b + 9)a-b 3 +6b 2 -llb + 2 = 0 

• Vì ta luôn có a = b nên chỉ cần làm mất hệ số tự do, tức 
2 PT (1) + PT (2) là ta có lời giải rồi. 

Kết luận : Lấy 2PT (1) + PT (2) rồi phân tích thành nhân tử. 

► Phân tích hướng giải: 

Tuy lời giải này hơi dài nhưng cũng khá hay. Chúng ta cùng thử phương 
pháp đặt ẩn phụ giải hệ phương trình 

► Lòi giải: Đặt ẩn phụ đưa vê hệ phương trình: 

ĐKXĐ : x> 2. Khi đó đặt a = y/x-2 và b = 3 —X vói a > 0 và b<ì suy ra 
x 3 -3x 2 + 2x-4 + (x 2 + 2x-ổ)Vx-2 

= (3-b) 3 -3(3-b) 2 + 2(3-b)-4 + Ị(3-b) 2 + 2(3-b)-óỊa 

= (b 2 -8b + 9)a-b 3 + 6b 2 -llb + 2 


Vậy ta có hệ phương trình 


a 2 +b-l = 0 

(b 2 -8b + 9)a-b 3 +6b 2 -llb + 2 = 0 


Lấy 2PTỢ) + PT(2) ta được : 
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(b 2 -8b + 9)a-b 3 +6b 2 -9b + 2a 2 =0 
(a-b)(b 2 -6b + 9 + 2a) = 0 


a = b 




Ja = 0 
ịb = 3 


(vì b 2 -6b + 9 + 2a = (b — 3) 2 +2a > 0) 


Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Bài 23: Giải Phương Trình: 

X 2 - 2x +1 - 2xVx 2 + 2 = 0 


► Ý tưởng: 

Tuy đây là một dạng toán khó hơn dạng ban đầu một tẹo nhưng ý tưởng 
vẫn là tìm nhân tử. 

► Thực hiện: 


• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
trình X 2 - 2x +1 - 2 xVx 2 + 2 = 0 có nghiệm A = 0.215250436 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
trình X 2 - 2x +1 + 2 xVx 2 + 2 = 0 có nghiệm B = -1.54858377 

4 A + B +J(A-B) 2 -2 + JĨ 

• Vì A + B = -^eQ nên A =-^- — = —vvv 

3 2 3 


Nghiệm của bài toán này là X = 


-2 + Vĩ 


. Khi đó : 


Vx 2 + 2 = . 


29-4V7 _ -I + 2 V 7 


V ^ -r ^ — A — — 

_ V 9 

Kết luận : Nhân tử của bài toán này là |Vx 2 + 2 


= 2x +1 


X +2 - 2x-l 


► Phân tích hướng giải: 

Ta chủ yếu dùng các cách sau cho dạng toán này : 

• Nhân liên hợp 

• Phân tích thành nhân tử 

• Đạo hàm, hàm số 

• Đánh giá, bất đẳng thức 

• Đặt ẩn phụ đưa về hệ phương trình 
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Phương pháp bình phương hai vế nhiều khi không sử dụng được để giải 
bất phương trình hoặc nó có nguy cơ tiềm ẩn nghiệm lẻ. 

► Cách 1: Nhân Hên hợp hoàn toàn: 

Ta có : X 2 - 2x +1 - 2xVx 2 + 2 = 0 <=> (x -1) 2 = 2xVx 2 + 2 => X > 0 
Vì vậy : 

X 2 - 2x +1 - 2xVx 2 + 2 = 0 


<=> 3x 2 + 4x-l + 2xí Vx 2 +2-2x-l| = 0 


<=> (3x 2 +4x-lì 


2x 


V 


3x + 4x -1 = 0 


Vx' + 2 + 2x +1 
Vx 2 + 2+1 


= 0 


(vì 1— 2 x -= + 2+ —>0Vx>0) 

Vx~ + 2 + 2x +1 Vx“ + 2 + 2x +1 

- 2 +V 7 


<^> X = 


(vì x>0) 


Vậy X = 


-2 + sỊĨ 


► Cách 2 : Nhân Hên hợp không hoàn toàn: 
Ta có : 

2x +1 - 2 xVx 2 + 2 = 0 


X 


^3x 2 +4x-l + 2xíVx 2 +2-2x-l| = 0 


<=>IVx 2 +2-2x-lllVx 2 +2 + 2x + lj-2x(Vx 2 +2-2x-ll = 0 


^IVx z +2-2x-llỊVx z + 2+lj = 0 

<=> Vx 2 + 2 = 2x +1 (vì Vx 2 + 2 +1 > OVx 
X 2 + 2 = (2x + l) 






2x +1 > 0 


3x +4x-l = 0 
2x +1 > 0 


X = ■ 


-2 + Vỹ 


Vậy X 


-2 + V7 


► Cách 3 : Phân tích thành nhân tử: 

Ta có : 

X 2 - 2x + 1 - 2xVx 2 +2 = 0 
^>ỊVx 2 +2+lỊỊVx 2 +2-2x-lỊ=0 
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► Cách 4 : Đạo hàm: 

Xét hàm f(x) = x 2 -2x + l-2x7x 2 +2 trên R. 

... 4(x 2 +l) 

Khi đó ta có : f'(x) = 2x-2 — - .... ; . Vậy suy ra : 


f'(x) = 0<=> 


(x-l) 2 (x 2 +2) = 4(x 2 +l)' 


X>1 


3x 4 + 2x 3 + 5x 2 + 4x + 2 = 0 


Vậy phưong trình f '(x) = 0 vô nghiệm. Suy ra f (x) = 0 có tối đa 1 nghiệm. 


Dễ thấy f 


-2+77 


—2 + 77 

= 0 nên X =-—- là nghiệm duy nhất của bài toán. 


► Cách 5 : Đánh giá , hất đẳng thức: 

Ị— - Í2x + 1>0 

Ta thấy :vx 2 +2-2x-l<0<íí>^ 


Tương tự thì: vx+2-2x-l>0<^>x< 


X 2 + 2<(2x + l) 

,. -2 + TĨ 


ox> 


-2 + VỸ 


Lại có X 2 - 2x +1 = 2 XV X 2 

-2 + 77 , 

Nếu X >-— — thì: 

3 

X 2 - 2x +1 - 2x\fx ' 2_ 

Nếu 0 < X < -—r— thì: 
3 


+ 2 <=> (x - 1) 2 = 2x7x 2 + 2 => X > 0 . Vậy : 


+ 2<x 2 -2x + 1- 2x(2x + 1 ) = -3x 2 - 4x +1 < 0 


X 2 - 2x +1 - 2x7x 2 + 2 > X 2 - 2x + 1 - 2x(2x + 1 ) = -3x 2 - 4x + 1 > 0 

-2 + 77 ,, X ,1 ,_ 


Nếu X =-7- thì thỏa mãn. 

3 


Vậy X = 


-2 + 77 


► Các/í 6 : Đặt ẩn phụ đưa vê hệ phương trình: 

Đặt Tx 1 + 2 = 2y +1 (mục đích là để X = y ). Ta đuợc hệ phuong trình : 
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x 2 +2 = (2y + l) 2 

X 2 - 2x +1 = 2x(2y +1) 

X 2 -4y 2 -4y + l = 0 
< ^ > 7 

X -4xy-4x + l = 0 

Để mất hệ số tự do, ta lấy PT (1) — PT (2) rồi phân tích nhân tử, chắc chắn 
sẽ có nhân tử (x - ỵ ) vì ta ép nó phải như vậy mà. Thử nhé : 

(x 2 -4y 2 -4y + l)-(x 2 -4xy-4x + l) = 0 
<=>4(y + l)(x-y) = 0 


Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


? Tại sao không đưa về hệ phưong trình đối xứng như một số giáo viên 
hay giảng dạy? 

Là người nghiên cứu lâu năm nên mình hiểu bản chất của việc đưa về hệ 
phưong trình đối xứng. Lấy một ví dụ, mình là Bùi Thế Việt sinh ngày 
13/02/1997 nên mình sẽ tự tạo ra một hệ phưong trình đối xứng như sau : 

X 2 +13x + 2y = 7xy 

y 2 +13y+ 2x = 7xy 

Và sau đây là bài toán suy ra từ hệ phưong trình trên : 

Bài toán: Giải Phưoi 

47 X 2 - 

Ig Trình: 

-131x + 26 + (7x-2)^49x 2 -190x + 169 =0 

►Lời giải: Đặt ẩn phụ đưa vê hệ phương trình đối xứng: 

Đặt ^49x 2 -190x + l 

Í49 

47 

< 

<e^> < 

69 = 2y - 7x +13 ta được hệ phưong trình : 

X 2 - 190x +169 = (2y -7x +13) 2 
x 2 -131x + 26 + (7x-2)(2y-7x + 13) = 0 

28xy - 4y 2 - 8x - 52y = 0 

14xy - 2x 2 - 26x - 4y = 0 

X 2 +13x + 2y = 7xy 
y 2 +13y + 2x = 7xy 

? Tại sao bài toán n< 
Thực chất không hẳ] 

trình đối xứng. Bản 
đổi phưong trình di 

jy có thể đưa về hệ phưong trình đối xứng? 

n. bài toán nào cũng có thể đưa được về hệ phưong 

chất là việc đặt a/49x 2 - 190x +169 = ax + by + c và biến 
tói dạng (x -y)(x + y + k) = 0 nhưng nhiều bài toán 
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chưa chắc có thê biến đổi như vậy được. Cách tốt nhất đê giải những bài 
toán dạng này là phân tích thành nhân tử hoặc nhân liên hợp, đánh giá : 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phưong 

trình 47x 2 -131x + 26 + (7x-2)-^49x 2 -19ŨX + 169 =0 có tập nghiệm 

r 5 -ll-2Vhf 
2 2 

• Nhân tử của bài toán sẽ là : 

> Ị^49x 2 -19ƠX + 169 +5x-13j chứa cặp nghiệm |o;^-| 

> Ị^49x 2 -19ƠX + 169 + 9x + 9j chứa nghiệm 

Lòi giải bài toán trên chỉ là : 

47x 2 -131x + 26 + (7x-2)^49x 2 -19ƠX + 169 =0 


-11-2VĨ3 


<^2| > /49x 2 -190x + 169+5x-13jỊ A J 

49x 2 - 190x +169 + 9x + 9Ị = 0 


Bài 24: Giải Phương Trình: 

5x 2 +4x + l-(x + l)^ 

/x 2 +3x + 1=0 


► Ý tưởng: 

Ta vẫn sẽ có những cách sau nhò phưong pháp tìm nhân tử 

• Nhân liên hợp 

• Phân tích thành nhân tử 

• Đạo hàm, hàm số 

• Đánh giá, bất đẳng thức 

• Đặt ẩn phụ đưa về hệ phưong trình 


► Thực hiện 


Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
trình 5x 2 +4x + l-(x + l)^x 2 +3x + l =0 có tập nghiệm 

Gọi nhân tử của bài toán là Ụx 2 +3x + l + ax + bj. Khi đó : 


l+b=0 2 

ỉ_ỉ a+ b=o°Ịb=í 

3 3 
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Kết luận : Nhân tử của bài toán này là Ịy X 2 + 3x + 1 - 2x - lj 

► Phần tích hướng giải: 

vẫn sẽ có khá nhiều cách làm nhu bài toán truớc. 

► Các/ỉ 1: Nhân liên hợp hoàn toàn: 

Ta có : 

5x 2 +4x + l-(x + l)^x 2 +3x + l =0 

( \ 

X “h 1 

^x(3x + l) 1+ - =0 

^ y X + 3x +1 + 2x +1^ 

► Các/ỉ 2 ; Nhân liên hợp không hoàn toàn: 

Ta có : 

5x 2 +4x + 1-(x + 1) n /x 2 +3x + 1=0 
<t>3x 2 + x = (x + Ì)Ụx 2 +3x + 1 -2x-lj 

<» Ụx 2 +3x + l -2x-l)(ựx 2 +3x + l + 2x +1 j 

+(x + 1 )Ịa/x 2 + 3x +1 - 2x - lj = 0 

<^Ịựx 2 +3x + l-2x-ljỊựx 2 + 3x + l+3x + 2j = 0 

► Cách 3 : Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

5x 2 +4x + 1-(x + 1) n /x 2 +3x + 1=0 
<^Ịựx 2 +3x + l-2x-lỊỊựx 2 +3x + l+3x + 2Ị = 0 

► Các/í 4 : Đạo hàm, hàm sô': 

Ta đặt: f(x) = 5x 2 +4x + l-(x + l)^x 2 +3x + l suy ra : 

£./ \ , . 4x 2 +llx + 5 

f (x) = 10x + 4- 

2,\Ịx~ + 3x +1 

=>f"(x) 

=>f"'(x)= , 15 h-0 

8^(x 2 +3x + l) 5 

► Cách 5: Đánh giá, bất đẳng thức: 


8x 3 + 36x 2 + 39x + 7 
4J(x 2 +3x + l) 3 
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Ta có : 


^Ịx 2 +3x + l > 2x +1 <=> 


■^Ịx 2 +3x + l < 2x +1 <=> 


--<x<0 

3 


x< 


-3-45 


X >0 

-3 + V5 


<x< 


► Cách 6 : Đặt ẩn phụ đưa vê hệ phương trình: 

Ta có : Đặt ự? + 3x + l=2y + l ta được hệ phương trình : 

X 2 -4y 2 +3x-4y = 0 
5x 2 - 2xy + 3x - 2y = 0 
Bài toán này không có hệ số tự do nên ta phải làm kiểu khác. 

X 2 -4y 2 + 3x-4y = -3y 2 -y 
5x 2 - 2xy + 3x - 2y = 3y 2 + y 
Để triệt tiêu thì ta phải lấy PT (1) + PT (2). Vậy lấy PT (1) + PT (2) ta được : 
(x 2 -4y 2 +3x-4y) + (5x 2 -2xy + 3x-2y) = 0 
<íí> 2(x -y)(3x + 2y + 3) = 0 


Cho X = y ta được : 


Bài 25: Giải Phương Trình: 

7x 3 +7x 2 +5x-14- 

(x 2 -13x-3) 


\ịx + 2x + 8 — 0 

► ý tưởng: 

Ta dựa vào nghiệm của phương trình để giải quyết bài toán này. 

► Thực hiện: 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phưc 

trình 7x 3 +7x 2 +5x-14-(x 2 -T3 x-3)aJ 

duy nhất X- — 
y 8 

mg Trình ta thấy phương 

X 2 + 2x + 8 = 0 có nghiệm 


Kết luận : Phương trình có nghiệm duy nhất X - -7 


► Phân tích hướng giải: 

Với những bài toán có nghiệm duy nhất, ta thử các phương pháp sau : 
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• Nhân liên hợp 

• Đạo hàm 

• Bất đẳng thức, đánh giá 

► Các/í 1: Nhân liên hợp hoàn toàn: 

1 n - 23 

Khi X - -7 thì Jx 2 + 2x + 8 = nên ta sẽ có lời giải như sau : 

8 8 

7x 3 + 7x 2 + 5x-14-(x 2 - 13x - 3 )ựx 2 + 2x + 8 = 0 

_ „ 3 _ 33x 2 , 339x 43 / 2 ư / 2 ——— 23^1 

•w“ 7x + -———- H——— — — (X- — 13x — 3) Jx + 2x + 8 ——— 

8 8 8 1 V 8 J 

1 / „ (8x + 17)(x 2 -13x-3ÌÌ 

o-H8x-l) 7x 2 + 5X + 43-- - v - ỉ- =0 

8 [ 8-^x 2 +2x + 8 +23 

Cách này khó khăn rồi. Để giải tiếp ta phải đánh giá phương trình : 

(7x 2 + 5x + 43)Ị8 ^/x 2 + 2x + 8 + 23 Ị-(8x + 17)(x 2 - 13x- 3 ) = 0 

Thứ nhất, ta luôn có : 7x 2 + 5x + 43 > OVx G M 

Thứ hai, ta thấy : Jx 2 + 2x + 8 > ^ + 2Vx G R (bạn đọc tự chứng minh) 


Nếu y + 2<0 thì (8x + 17)Ịx 2 -13x-3j<0, suy ra : 

(7x 2 + 5x + 43)ịsẬ 2 + 2x + s + 23j-(8x + 17)(x 2 - 13x- 3 ) >0 

Nếu ^ + 2 > 0 thì 
7 

(7x 2 + 5x + 43)Ị8^x 2 +2x + 8 + 23 ) -(8x + 17)(x 2 - 13x- 3 ) 

/ / \ \ 

>(7x 2 +5x + 43) 8 ệ + 2 +23 -(8x + 17)(x 2 -13x-3) 

V V 7 ) ) 

2560x 2 3424x . 

= _ + _ +1728 

7 7 

2560f , 107Y , 109511^ „ 

= x + — 7 - + __ >0 

7 V 160 ) 70 


► Các/í 2 ; Đạo hàm: 

Xét hàm số: f(x) = 7x 3 +7x 2 +5x-14-Ịx 2 -I3x-3^x 2 + 2x + 8 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Lại một thử thách nữa đến vói chúng ta. 

Chúng ta cần giải phương trình sau : 

3x 3 -21x 2 -26x-107-(21x 2 +14x + 5) n /x 2 +2x + 8=0 
Thử một vài giá trị bằng máy tính cầm tay, ta thấy : 

3x 3 -21x 2 -26x-107 -(21x 2 + 14x + 5)Ậ 2 +2x + 8 < OVx G 1. 

Có lẽ ta phải làm tương tự cách 1 thôi: 

Thứ nhất, ta luôn có : 21x 2 + 14x + 5 > OVx G M . 

Vậy ta có : 

Nếu 3 + 2 < 0 thì 3x 3 - 21x 2 - 26x -107 < 0, suy ra : 

7 

3x 3 -21x 2 -26x-107 -(21x 2 + 14x + 5)ựx 2 + 2x + 8 < OVx e M 


Nếu ị + 2>0 thì: 
7 


3x 3 - 21x 2 - 26X -107 - (21x 2 + 14x + 5)^/x 2 +2x + 8 
< 3x 3 - 21x 2 - 26x -107 - (21x 2 + 14x + 5 ) 


^x , ^ 
_+2 

V.7 J 


_ 65 x 2 -^-117 


-65 


x + 


7 
383 
910 




1343891 

12740 


<0 


► Cách 3 : Đánh giá , hất đẳng thức: 

Phương trình 7x 3 +7x 2 +5x-14-Ịx 2 -13x-3j^x 2 + 2x + 8 =0 có nghiệm 


duy nhất x = —. 

y 8 

Đánh giá theo yjx 2 +2x + 8 thì được nhưng còn Ịx 2 -13x - 3j thì sao ? 
Ta chưa biết dấu của Ịx 2 - 13x - 3 ). Ta sẽ xét cả dấu của nó nữa : 

X 2 -13x-3 >0 

< ị— - . Khi đó : 

yx 2 +2x + 8 <7x-78 


Nếu X > 


13 + VĨ8Ĩ 


thì 


2 
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7x 3 +7x 2 +5x-14-(x 2 -13x-3)^/x 2 +2x + 8 
>7x 3 +7x 2 +5x-14-(x 2 -13x-3Ì(7x-78) 

= 176x 2 - 988x - 248 
= 17 ổ(x 2 -13x-3) + 1300x + 280>0 


1 ta' 1 13 +VĨ8Ĩ - , 

Nếu - < X < ——— thì 
8 2 


Nếu 


—1/U^A - 1JA - T 1 JUUA T Z,OƯ u 

/ 7—7 x 2 -13x-3<0 

thì \ r- - 975. Khi đó : 

2 Jx 2 + 2x + 8>^ 

r 8 

7x 3 +7x 2 +5x-14-(x 2 -13x-3) n /x 2 +2x + 8 
>7x 3 +7x 2 +5x-14-y(x 2 -13x-3) 

( lV 2 . _ n 

= x-ị (7x 2 +5x + 43 >0 

13- VĨ8Ĩ 1 [x 2 -13x-3<0 

---< X < - thì < 1 — - 99 . Khi đó : 

2 8 Jx 2 + 2x + 8<^ 

r 8 

7x 3 +7x 2 +5x-14-(x 2 -13x-3) n /x 2 +2x + 8 
_ T. _ 9 _ . , 23 /9 . „ „\ 


<7x 3 +7x 2 + 5x-14-y(x 2 -13x-3) 
(7x 2 +5x + 43)<0 


1 

X — — 

V 89 


13-9Ĩ8Ĩ lU , 
Nếu X < ————— thì 


X 2 -13x-3 >0 

•ựx 2 + 2x + 8 > 0 . Khi đó : 
x<0 


7x 3 +7x 2 +5x-14-(x 2 -13x-3)ựx 2 + 2x + 8 


<7x 3 +7x 2 +5x-14<0 


Bài toán đuợc giải quyết hoàn toàn. 

► Các/í 4 : p/tíbt ííc/í thành nhân tử: 

Phuong trình 7x 3 + 7x 2 + 5x-14- ịx 2 -13x-3j-^x 2 + 2x + 8 = 0 có nghiệm 
duy nhất X = ì và nhân tử Ị-y/x 2 + 2x + 8 + ax + b j 
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Phương trình 7x 3 +7x 2 + 5x-14 + (x 2 -T3x-3)^x 2 +2x + 8 =0 có nghiệm 


duy nhất X = - J và nhân tử Ị-yx 2 + 2x + 8 + ax + bj (vì ta đổi dấu trước 


căn nên nhân tử cũng có căn đổi dấu). 

'23 1 , u _ n 

-——h — 3. + b — 0 r ^ 

. 8 8 _ a = -7 

Vậy : < „ ” <^> 1, 

8 2 Ịb = -2 

---a+b=0 L 
[ 3 3 

Nhân tử của bài toán là : Ụx 2 + 2x + 8 - 7x - 2 j 


Sử dụng máy tính cầm tay để phân tích thành nhân tử, ta được lời giải: 
7x 3 +7x 2 +5x-14-(x 2 -13x-3)ựx 2 +2x + 8=0 

Ụx - + 2x + 8 — 7x — 2 ^ ị 2 ^ x ' + 2x + 8 + X 2 + X + lj = 0 

<^> -^x 2 +2x + 8- 7x-2 = 0 


1 

o x = T 
8 

Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 

? Tại sao bài toán này có thể phân tích thành nhân tử khi có nghiệm duy 
nhất? 

Như chúng ta đã biết, chúng ta chắc chắn tìm được nhân tử của bài toán 
nếu biết 2 nghiệm hữu tỷ hoặc 1 nghiệm vô tỷ dạng a + \JĨ) . 

Tuy nhiên, đối với nghiệm duy nhất thì tùy từng bài mói có thể phân tích 
thành nhân tử được. 

Cách tốt nhất để thử xem bài toán có phân tích thành nhân tử khi có 
nghiệm duy nhất là phương pháp đổi dấu trước căn. 

Nếu bài toán sau khi đổi căn mà có nghiệm vô tỷ dạng a + hoặc 
nghiệm hữu tỷ thì chắc chắn phương trình ban đầu có thể phân tích thành 
nhân tử được. Nếu không thì ta nên làm cách khác cho bài toán 



Bài 26: Giải Phương Trình: 

5x 2 + 4-Ịx 2 + x)y 


^x 2 - 2x + 2 + 2x + 1 = 0 


► ý tưởng: 

Ta dựa vào nghiệm của phương trình để giải quyết bài toán này. 
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► Thực hiện: 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
trình 5x 2 + 4^x 2 + x^yịx 2 - 2x + 2 + 2x +1 = 0 có nghiệm 

A = -0.6403882032 và B = -0.1569296691 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 

trình 5x 2 - 4^x 2 + x^yịx 2 - 2x + 2 + 2x +1 = 0 có nghiệm 
c = 0.3903882032 và D =-1.593070331 và E = 1 

A + C-,/(A-C) 2 -1-JĨ7 

• Thấy A + CeQ nên A =- Ỹ -— = 

~ ~ ~ ~ „ B + D + Jb - D) 2 -7 + 733 

• Thấy B + DgQ nên B =- Ỳ~ -— = v 

• Từ đó ta tìm ra được các nhân tử là : 

Ụx 2 -2x + 2 + 3xj và Ịựx 2 -2x + 2-3x-2) 

Kết luận : Phương trình có hai nhân tử là : 

Ụx 2 - 2x + 2 + 3xj và Ụx 2 - 2x + 2 - 3x - 2 j 

► Phân tích hướng giải: 

Ta dùng thủ thuật CASIO để chia biểu thức, ta được : 

►Lời giải: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

5x 2 +4(x 2 +x)^/x 2 -2x + 2+2x + 1 = 0 

^iỊ^/x 2 -2x + 2+3xjỊựx 2 -2x + 2-3x-2jỊ^/x 2 -2x + 2 + lỊ = 0 


Bài 27: Giải Phương Trình: 

x 3 -4x 2 +4 + (4x 2 +x-8)Vx 2 +1=0 


► ý tưởng: 

Ta cũng dựa vào nghiệm của phương trình để giải quyết bài toán này. 

► Thực hiện : _ 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 

trình X 3 - 4x 2 + 4 + ^4x 2 + X - 8 ) Vx 2 +1 = 0 có nghiệm X = ^ và 
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( n - 1 

Kết luận : Phương trình có nhân tử là V X 2 +1 + 2- X - 
► Phân tích hướng giải: 


\ 

2 


Ta dùng thủ thuật CASIO để chia biểu thức hoặc sử dụng phương pháp 
nhân liên hợp không hoàn toàn: 

►Lời giải: Nhân liên hợp không hoàn toàn: 

Ta có : 

x 3 -4x 2 +4 + (4x 2 +x-8)Vx 2 +1=0 


+ X-8Ì 

í 1 - V ^ 

Vx 2 +l + --2 

= -x 3 +4x 2 -4 + Í4x 2 + x-8Ì 

íx \ 
--2 

/ 

l 4 ) 

V / 

u J 

\ 

7 X 

15x 2 ^ , 


+ X-8) 

Vx +1 +--2 

- +12 4x 


/ 

l 4 J 

4 



^Í4x 2 +x-8)ÍVx 2 +1+4-2 

V ^ 4 , 


2 

= -4 

( 1 - V 7 

yjx 2 +1 + --2 

í 1 - V 7 

Vx 2 + 1 -- + 2 

) 


l 4 J 

l 4 J 


<=> 


Ị4Vx 2 +l + x-8ỊỊVx 2 +l + x 2 j = 0 


Bài 28: Giải Phương Trình: 

X 2 -4x-4 + (x + 3)Vx 2 +x + 2 =0 


► Ý tưởng: 

Ta dựa vào nghiệm của phương trình để tìm nhân tử của bài toán. 

► Thực hiện: 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
trình X 2 -4x-4 + (x + 3)Vx 2 + x + 2 = 0 có nghiệm X = ^ và 

X = A = 0.2637626160. 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
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trình X 2 - 4x-4-(x + 3)Vx^ + x + 2 = 0 có nghiệm B = -1.263762616 

_ t A + B + x/(A-B) 2 -3 + V2Ĩ 

• Vì A + BeQ=>A =- 44 - >—= 

2 6 

• Gọi nhân tử là ỊVx 2 +X + 2 + ax + b j thì: 

V 2 Ĩ -3 + V 2 Ĩ . , „ , . fa = -2 / 2 7 —— ^ 1 n 

—-—h ——a + b = 0<=><! => Vx 2 +x + 2-2x-1 = 0 

_ 3 6 _ Ịb = -1 _ 

Kết luận : Phương trình có nhân tử là |Vx 2 +X + 2 - 2x - 1 j 

► Phân tích hướng giải: 

Tương tự các bài toán trước, ta cũng sẽ nhanh chóng có lời giải bằng cách 

phân tích thành nhân tử 

►Lời giải: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

X 2 -4x-4 + (x + 3)Vx 2 +x + 2 =0 

<=> -ỊVx 2 + x + 2-2x-ljỊVx 2 +x + 2+ x-2j = 0 


Bài 29: Giải Phương Trình: 

2X + 14 + 2 Vx 2 -l-3Vx r ĩ-llVx+I = 0 

► Ý tưởng: 


Tuy đây là một dạng toán khó hơn nhưng ý tưởng vẫn là phương pháp tìm 
nhân tử 
► Thực hiện: 






Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 

trình 2x + 14 + 2\/x 2 -l-3Vx-l-llVx + l= 0 có nghiệm x = ^ và 

16 


5 

X = —. 

4 

Gọi nhân tử là ỊVx -1 + aVx + 1 + bj thì: 

79 r 

-+-a+b=0 _ 5 

4 4 a = -- r 


M +4-a + b = 0 
4 4 

13 , , 

-7 + ^a + b = 0 
2 2 




b = 2 


3 Vx — 1 — Vx +1 + 2 — 0 
3 


Kết luận : Phương trình có nhân tử là ị3yjx-ì - 5 VxTT + 6 j 
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► Phân tích hướng giải: 

Ta có thể sử dụng máy tính CASIO để chia biểu thức. Lời giải sẽ nhanh 
chóng được tìm ra : 

► Cách 1: Nhân liên hợp không hoàn toàn: 

Ta có : 


2x +14 + 2Vx 2 -1 -3Vx--I-11 VxĩT = 0 

f Vx^ - ị Vx+T+ 2 ] (3 - 2Vx+ĨỊ = ^ - 2ƠVx+T 

3 '33 


yfx^ĩ - ị VxTT+ 2 ] í 3 - 2Vx+ĨỊ 
3 / ) 

= -3| n/x^ĩ-Ivx+ĩ+ 211 Vx^ĩ+ịVx+I-2 
V 3 Ẳ 3 ) 

^ (3 Vx^T - 5 VxTT+6) (Vx+T+Vx^T - 1 ) = 0 


► Cách 2 : Phân tích thành nhân tử: 
Ta có : 


2x + 14 + 2Vx 2 -l-3Vx^ĩ-llVxTI = 0 

Vx^Ã - 3 Vx+T+ 5)( Vx+T+Vx^T - 2 )=0 


Bài 30: Giải Phương Trình: 

9 + 2x + óVl-x 2 = 5-v/l- X + 8 a/i + X 

► ý tưởng: 

Ta sẽ tìm nhân tử dạng Ị- 

► Thực hiện: 

J l-x+aVl + x+ bj của phương trình trên 

• Sử dụng 1 

trình 9 + 2 

A = 0.9921 

• Vì A + B G 

• Gọi nhân 

< 

Tiủ Thuật Tìm Nị 

x + óVl-x 2 = 5 VÕ 
567416 và B = -0. 

Q=>A= V 

Á 

tử là Ịa/I-x + aVl 

a-l = 0 

3 3 

-+-a+b=0 
u 4 

;hiệm Phương Trình ta thấy phương 

-X+ 8 V 1 + X có nghiệm 

9921567416 

/(A-B) 2 3^7 

> 8 
f X + b j thì: 

a = l 0 

3 =>Vx-l + Vx + l — = 0 
b = -- 2 

2 


Kết luận : Phương trình có nhân tử là Ị 2 VI-X + 2-x/xTĨ-3j 
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► Phân tích hướng giải: 

Ta làm tương tự bài trên: 

►Lời giải: Phân tích thành nhân tử: 

Ta có : 

9 + 2x + ỏVl-x 2 = 5 Vl - X + 8%/l + x 

^Í2Vĩ^x+2VxTĨ-3)(VĨ :: x+2Vx+ĩ-l) = 0 



► ý tưởng: 


Ta sẽ tìm nhân tử dạng ỊV2 + X + a^2 - x + b j của phương trình trên 

► T/ỉụt /nện ; 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 

trình 3x - 10 + 3 V 2 + X - 6^2 -X + 4\j4-x 2 = 0 có nghiệm duy nhất 
6 

X = — . 

5 

• Khi X = % thì V 2 + X = và ^2-x = 

5 5 5 

• Gọi nhân tử là Ụ 2 + X + aV2-x + b Ị thì : 

+ ~^ a + b = 0 với a,beQ suy ra (a;b) = (-2;0) 

Kết luận : Phương trình có nhân tử là Ụ 2 + X - 2^2 - x j 

► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ sử dụng máy tính CASIO để chia biểu thức: 

►Lời giải: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

3x-10 + 3V2 + x-óV2^ + W4-x 2 =0 
^(V2 + x-2V2^x)(2V2^x-V2 + x+3) = 0 


Bài 32: Giải Phương Trình: 

15x-32 + (7x-8)Vx-2+(x-4)V4-x =0 


► Ý tưởng: 
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Ta sẽ tìm nhân tử dạng Ịa/x-2 + ã\/4-x + bj của phương trình trên 

► Thực hiện: 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
trình 15x-32 + (7x-8)Vx-2 + (x-4)V4-x = 0 có nghiệm duy nhất 
A = 2.133974596. 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
trình 15x-32-(7x-8)a/x-2 + (x-4)a/4-x = 0 có nghiệm duy nhất 
B = 3.663836718. 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
trình 15x-32 + (7x-8)Vx-2 -(x-4)V4-x = 0 vô nghiệm. 

• Sử dụng Thủ Thuật Tìm Nghiệm Phương Trình ta thấy phương 
trình 15x-32-(7x-8)Vx-2 -(x-4)a/4-x = 0 có nghiệm 

c = 3.866025404 và D = 2.096163282 

• Thành thử A + B, A + c, A + D ta thấy : 

A+CeQ ^A=^AzjẠÃL^/ặ 

2 2 

• Gọi nhân tử là Ịa/x-2 + a>/4- X + b) thì: 

— 1 + ■s /3 1 + \Ỉ3 , _ 1 Ị — Ị— 

—-1- â + b — 0 <=> . —- a/x — 2 — — X + 1 = 0 

_ 2 2 [b = l _ 

Kết luận : Phương trình có nhân tử là Ịa/x-2 - a/4 -X +1 j 

► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ sử dụng máy tính CASIO để chia biểu thức: 

►Lời giải: Phần tích thành nhân tử: 

Ta có : 

15x - 32 + (7x - 8) Vx^2 + (x - 4) = 0 

ỊVx-2-a/4-x + ljỊ3x + 4>/4-xVx-2 + 8 a/x - 2 + 4>/4 - X j = 0 


THỦ THUẬT 7 : THỦ THUẬT sử DỤNG CASIO ĐÊ 
GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


Bài 1: Giải Hệ Phương Trình: 
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X 2 -y 2 -y-4 = 0 
y 2 +xy-x-y + 2 = 0 


► Ý tưởng: 

Ý tưởng của chúng ta rất đon giản : lấy PT(1) + kPT(2) rồi phân tích thành 
nhân tử 


? Làm thế nào để tìm được k ? 

Vói: 


Có khá nhiều cách để tìm được k . Đối với dạng 


a = a 1 + ka 2 

toán này thì có cách khác: 


b = bị + kb 9 

< 

ajX 2 + bjy 2 + qxy + áịX + e^y + fj = 0 
a 2 x 2 + b 2 y 2 + c 2 xy + d 2 x + e 2 y + f 2 = 0 

< 

c = C 1 + kc 2 
d = dj +kd 2 

Khi đó đặt k sẽ là nghiệm của phưong trình : 
cde + 4abf = ae 2 + bd 2 + fc 2 


e = e l +ke 2 
f = f 1+ kf 2 


► Thực hiện: 


• Áp dụng công thức : 

Vói: 


cde + 4abf = ae 2 + bd 2 + fc 2 


a = 1 

• Ta có : 


b = -1 + k 

4(-l + k)(-4 + 2k)-k 2 (-l-k) 


c = k 

= (-l-k) 2 +(-ỉ + k)k 2 +k 2 (-4 + 2k) 


d = -k 

5 


e = -1-k 

• Ta đưoc 3 nghiêm là k = l;k = —;k = 3 

2 


f = -4 + 2k 


Kết luận : Ta lấy PT(1) + PT(2) hoặc 2PT(1) + 5PT(2) hoặc PT(1) + 3PT(2) rồi 
phân tích thành nhân tử 


? Nếu không tìm được k hoặc k lẻ thì sao? 

99,99% sẽ tìm được k . Nếu k lẻ thì chứng tỏ bài toán có lẽ sai đề hoặc là 
không phù hợp. Tuy nhiên một số bài toán cho k - 4Ĩ\ V3;... thì ta cũng có 
thể áp dụng công thức trên. 

► Phân tích hướng giải: 

Việc phân tích thành nhân tử bằng CASIO là một lợi thế không hề nhỏ. 

► Cách 1: Phần tích thành nhân tử: 

Lấy PT(1) + PT(2) ta được: (x-2)(x + y+ 1) =0 

► Cách 2 : Phân tích thành nhân tử: 

Lấy 2PT(1) + 5PT(2) ta được: (x + y-2)(2x + 3y-l) = 0 
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► Cách 3 : Phân tích thành nhân tử: 

Lấy PT(1) + 3PT(2) ta được: (x + 2y-2)(x + y-l) = 0 



► Ý tưởng: 

Ta sẽ tìm k bằng công thức. 

► Thực hiện: 


• Áp dụng công thức : 

Vói 


cde + 4abf = ae 2 + bd 2 + fc 2 


a = 16 + 8k 

• Ta có : 


b = 1 

4(l6 + 8k)(-12 + 18k) + 140(4 + 4k)k 2 


c = 4 + 4k 

= 25(16 +8k)k 2 +784k 2 +(4 + 4k) 2 (-12 + 18k) 


d = -28k 

• Ta được nghiệm là k = 2 


e = -5k 


f = -12 + 18k 


Kết luận : Ta lấy PT(l) + 2PT (2) rồi phân tích thành nhân tử 

► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ sử dụng thủ thuật phân tích thành nhân tử 2 ẩn để giải quyết bài toán 

► Lời giải: Phần tích thành nhân tử: 

Lấy PT(1) + 2PT(2) ta được: (4x + y-4)(8x + y-6) = 0 



► Ý tưởng: 

Ta sẽ tìm k không bằng công thức cde + 4abf = ae 2 + bd 2 + fc 2 mà sử dụng 
mối liên hệ giữa các nghiệm X, ỵ giống như cách giải phương trình vô tỷ. 

► Thực hiện: 


• Tìm nghiệm của hệ phương trình bằng CASIO ta được các bộ 

nghiệm là : 





( 3 3^1 

í 1 5 Ì 


(x,y) = 

~z r ~z 
\ 2 2) 

'l 2'2j 




























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 



► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ chỉ cần nói PT(l) + 3PT(2) mà không phải trình bày dài dòng như 
trên. 

► Lòi giải: Phần tích thành nhân tử: 

Lấy PT(1) + 3PT(2) ta được: 

Ịx 3 -y 3 -3x 2 - 15x + 18y - 36j + 3^2x 2 + 2y 2 + 2x-6y + 3j = 0 

<=> (x - y + 3)(x 2 + xy + y 2 - 3y - 9) = 0 
<=> x-y+ 3 = 0 


Vì 


2x 2 + 2y 2 + 2x - 6y + 3 


= (x 2 + xy + y 2 - 3y - 9) + 
Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


f . , y 3 (_ 4 V 29 

X +1 - — + — y - - 


V 


■) 


+ — 
4 


V 


'7 


+ =->0 
3 


Bài 4: Giải Hệ Phương Trình: 


X 2 + y 2 - X - y - xy = 0 


x(x 2 -y 2 ) + 12-9x=0 

► Ý tưởng: 


Ta làm tương tự bài 3. 


► Thực hiện: 


• Tìm nghiệm của hệ phương trình bằng CASIO ta được các bộ 

nghiệm là : 



(x,y) = (l,2);(2 / l) 

• Mối liên hệ giữa X 

và y là x = 3-y 
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• Khi X = 3 - y thì: 

X 2 +y 2 - x-y-xy = 3(y-l)(y- 2 ) 
xỊx 2 -y 2 ) + 12-9x = 6(y-l)(y-2) 
Suy ra 2PT(1) = PT(2) 


Kết luận : Ta lấy 2PT(1) -PT(2) rồi phân tích thành nhân tử 

► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ sử dụng thủ thuật phân tích thành nhân tử 2 ẩn để giải toán. 

► Lời giải: Phần tích thành nhân tử: 

Lấy 2PT(1)-PT(2) ta đuợc: 

(x + y - 3)(x 2 - xy + X - 2y - 4) = 0 
<=> x + y = 3 
Vì: 


2(x 2 -xy+ y 2 -x-y) 

= (x 2 - xy + X - 2y - 4 ) + 
Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


3 yr l( 3 

X — —— — 


2 2 


+ — 
4 




V ' J 


, 10 - 
+ ^>0 
7 


Bài 5: Giải Hệ Phuong Trình: 

xy - X + y = 3 


4x 3 + 12x 2 + 9x + y 3 = 6y + 5 


► Ý tưởng: 

Ta làm tuông tự bài 3. 

► Thực hiện: 


Tìm nghiệm của hệ phuong trình bằng CASIO ta đuợc các bộ 
nghiệm là : 

r -3 + VĨ7 1 + VrP 


(*/y) : 


• Mối liên hệ giữa I và y là x -2 1 


• Khi X = — -1 thì: 


y 

2 


xy-x + y-3 = t(y 2 -y-4) 

4x 3 + 12x 2 + 9x + y 3 16y -5 = |(y + l)(y 2 -y- 4 ) 
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• Suy ra 3(y+ 1)PT(1) = PT(2) 

Kết luận : Ta lấy 3(y + 1)PT(1) -PT(2) rồi phân tích thành nhân tử 

► Phân tích hướng giải: 

Ta làm tuong tự các bài toán truớc : 

► Lời giải: Phần tích thành nhân tử: 

Lấy 3(y + 1)PT(1) - PT(2) ta đuợc: 

—(x + y + l)(2x - y + 2) 2 =0 
Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 

Bài 6: Giải Hệ Phuong Trình: 

Jx 3 +y 3 =91 
4x 2 +3y 2 =16x + 9y 

► Ý tưởng: 

Ta làm tuong tự bài 3. 

► Thực hiện: 

• Tìm nghiệm của hệ phuong trình bằng CASIO ta đuợc các bộ 
nghiệm là : 

(x,y) = (4,3);(3,4) 

• Mối liên hệ giữa X và y là x = 7-y 

• Khi X = 7 - y thì: 

x 3 +y 3 -91 = 2l(y-4)(y-3) 

4x 2 +3y 2 -16x-9y = 7(y-4)(y-3) 

• Suy ra PT(1)-3PT(2) = 0 

Kết luận : Ta lấy PT(1) - 3PT(2) rồi phân tích thành nhân tử 

► Phân tích hướng giải: 

Ta làm tuong tự các bài toán truóc : 

► Cách 1: Hàm đặc triũig: 

Lấy PT(1)-3PT(2) ta đuợc: 

X 3 - 12x 2 + 48x = (7 -y) 3 - 12(7 - y) 2 + 48(7 - y) 

Xét hàm đặc trung: f(t) = t 3 -12t 2 + 48t=>f'(t) = 3(t-4) 2 >0 

Lòi giải chi tiết dành cho bạn đọc. 

► Cách 2 : Phân tích thành nhân tử: 

Lấy PT(1)-3PT(2) ta đuợc: 












Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


X 3 - 12x 2 + 48x = (7 - y) 3 -12(7 - y) 2 + 48(7 - y) 
<íí>(x + y-7)(x 2 -xy + y 2 -5x-2y + 13j = 0 


<=>(x + y-7) 


c / c \2 

' y 5 

X — 4 

2 2 


V 7 

+ 3 


V 




y_3 
2 2 


2 3 


0 


Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 


Bài 7: Giải Hệ Phương Trình: 

3x 2 + xy = 9x + y 2 + 9y 
2 x 3 = x 2 y + 20x + 20y 

► Ý tưởng: 

Ta làm tương tự bài 3. 

► Thực hiện: 

• Tìm nghiệm của hệ phương trình bằng CASIO ta được các bộ 
nghiệm là : 

(x,y) = (0,0);(2,-l) 

• Mối liên hệ giữa a: và y là X = -2y 

• Khi X = -2y thì: 

3x 2 + xy - (9x + y 2 + 9yj = 9y (y +1) 

2 x 3 -(x 2 y+ 20x + 20yj = -20y(y+ l)(y-ỉ) 

• Suy ra 20(y-l)PT(l) + 9PT(2) = 0 

Kết luận : Ta lấy 20(y-l)PT(l) + 9PT(2) rồi phân tích thành nhân tử 

► Phân tích hướng giải: 

Ta phải làm thêm một hệ phương trình nữa: 

► Cách 1: Phần tích thành nhân tử: 

Lấy 20(y - l)PT(l) + 9PT(2) ta được: 

(x + 2y)(18x 2 -10y 2 +15xy-60x-80y) = 0 
Lấy 8PT(1)+PT(3) ta được: 

8(3x 2 + xy - 9x + y 2 + 9y) - (l8x 2 - 10y 2 + 15xy - 60x - 80y) = 0 

«>(2x-y-4)(3x-2y) = 0 
Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 

► Cách 2 : Phân tích thành nhân tử: 

Lấy 4(2x-y + 5)PT(l)-9PT(2) ta được: 
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(2y + x)(3x-2y)(2x-y-4) = 0 
Lời giải chi tiết dành cho bạn đọc. 

THỦ THUẬT 8 : THỦ THUẬT sử DỤNG CASIO ĐÊ 
TÍNH NGUYÊN HÀM, TÍCH PHÂN 


Bài V. Tính Tích Phân: 

3 2 1 

1 =1*% 


H x ‘) 


► Ý tưởng: 

r-p V\ ■ /V- 1 /. 1 c í.. \ ^ 3 - h c d /. 

Ta can viẽt dưới dạng: f X =-———-r = -——7T + '-- + --——— với 

(x 2 -l) (x-1) x-1 (x + 1) x + 1 


a,b,c,deR. 

Khi đó ta sẽ tìm a,b,c,d bằng lim 
► Thực hiện: 



X 2 _ 1 1 1_1_ 

(x 2 -l) 2 ~4(x-l) 2+ 4(x-l) + 4(x + lf 4 (x + 1) 

► Phân tích hướng giải: 

Công việc của chúng ta đon giản rồi. Chúng ta sẽ tách như trên và tính tích 
phân từng phần 

► Lòi giải: Tích phần tông: 
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Ta có : 


_ r x 2 dx _ r 111 1 

= l(x 2 -l) 2 = 1I v 4(x-1) 2+ 4(x-1) + 4(x + 1) 2 4(x + l) 

—í— + ln|x-l| ỉ—-ln|x + l| 

X — 1 1 1 X +1 1 1 


dx 


1,3 7 

= -ln^ + — 
4 2 48 


Bài 2: Tính Tích Phân: 

n 

f tan xdx 
I (cosx + 2) 2 

(đê thi thử Đại Học ĩân 2 THPT Kim Thành 2 - Hải Dương năm 2013) 


► Ý tưởng: 

Đặt t = cosx thì dt = -sinxdx. Đổi cận ta được: 


I 


n 

3 tanxdx r dt 


1 


0 (cosx + 2) 11 (t + 2) 


!; 


Ta cân viết dưới dạng : 

f(t)= 

► Thực hiện: 


1 _ a b c 

t(t + 2) 2 = (t + 2) 2 t + 2 t 


Ta lần lượt tìm lim của các biểu thức sau : 

a = f 1 t m , f ( t )( t+2 ) 2 =-. 


c 


b = lim 

t —>-2 


m 


I 


(t + 2f 


(t + 2) = 


Ị 

4 


c = limf (t)t = \ 

t -To v ’ 4 


Kết luận : Ta được : 


1 _ 1 _ 1 _ 1 
t(t + 2) 2_ 4t 4(t + 2) 2(t + 2) 2 


► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ trình bày như sau : 

► Lòi giải: Tích phần tông: 
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Ta đặt t = cosx thì dt = -sinxdx. Khi đó : 


71 

_ r tan xdx _ (• dt _ f 1 1 1 

0 (cosx + 2) 2 1 t(t + 2) 2 1 |^4t 4(t + 2) 2(t + 2) 

2 2 


dt 


ịln |t| - ịln |t + 2\ + 1 — 

4 11 4 1 1 2(t + 2), 


1,5 1 

= —ln- - — 
1 4 3 30 


Bài 3: Tính Tích Phân: 

r(l-x 5 )dx 

I = ÍVvr 


1 x(l + x 5 j 


► Ý tưởng: 

Đặt t = x 5 =>dt = 5x 4 dx. Vậy: i- h~ x ) d ^ _ 1 l ~ t ) cH 

•!x(i+x 5 ) dt(i+t) 2 

I_-ị- ^ ^ ^ 

Đặt f (t) = —-——- = -———- + —— + — vói a.b.ce M . Ta sẽ đi tìm a,b,c 
v ; t(l + t) 2 (1 + t) 2 1 + t t 


► Thực hiện 


• Ta lần lượt tìm lim của các biểu thức sau : 

tttiu + t ' 2 

t->-l 


a = limf(t)(l +1) 2 = -2 


c 


b = lim 

t->-i 


X 


f(t) 


I 


( 1 + t ) 


(l + t) = -l 


c = limf (t)t = 1 


Kết luận : Ta được : 


1-t __ 2 11 

t(i+t) 2 ”~(i+t) 2 ”ĩ+t + ĩ 


► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ trình bày như sau : 

► Lòi giải: Tích phần tông: 

Ta đặt t = X 5 => dt = 5x 4 dx. Khi đó : 
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} í 1 -X 5 ) dx _ 1I (1 - t)dt _ 11' 

1 x(l + x 5 ) 2 5 1 t(l + t) 5 1 ^ 


X 


( 1 + t ) 


1 1 

■ + 


1 + t t 


dt 




t + 1 


■ln|l + t| + ln|t| 


32 


1,64 31 

= - ln — - —— 
5 33 165 


Bài 4: Tính Tích Phân: 

5 2 o Q 

1= -- ĩ3 2/ --dx 

l(x-3) (x-1) (x + 1) 


► Ý tưởng: 
Đặt: 


f(x) 


X 2 -33 


(x-3) 3 (x-l) 2 (x + l) (x-3) 3 (x-3) 2 x- 3 (x-l) 2 X_ 1 x + 1 

► Thực hiện: 


Ta lần lượt tìm lim của các biểu thức sau : 

a = Hm£(x)(x-3) 5 =-| 


c 


b = lim 

x-»3 


X 


f(x) 


1 


(X-3) J 


/ _~\2 9 

( x “ 3 ) 4 


c = lim 

x->3 


f(x)- ---2—Ỵ--- 

(x-3) 3 (x-3) 2 

rí \í ,\2 


(x-3) = -2 


d = limf (x)(x-l) =2 


í 


e = lim 

X—>1 


f(x) 


V 


6 - 1 ) 


(x-l)4 

' ' 8 


f = lịmf(x)(x + l) = 


Kết luận : Ta được : 

X 2 -33 -3 9 _2 2 15 1 

(x-3) 3 (x-l) 2 (x + l) 2(x-3) 3 4(x-3) 2 x-3 (x-l) 2 8( x_ l) 8(x + l) 

► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ trình bày như sau : 

► Lòi giải: Tích phần tông: 
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Ta có : 


X - 33 


~|(x-3) J (x-iỵ(x + l) 

rí -3 9 _2 2 15 1 

|l v 2(x-3) 3 + 4(x-3) 2 x-3 + (x-l) 2 + 8(x-l) + 8(x + l) 

3 —— -21n|x-3| + ^-ln|x-l| + ịln|x + l| 

4(x-3) 2 4(x-3) 1 1 x-1 8 1 1 8 1 1 


V 

15, „ 7, 1, 35 

= --ln2- —In3-7ln5 + —- 
8 4 8 48 



► Ý tưởng: 
Đặt: 


f(x) = 7- . 2 , 2 -T 

(x-l) 2 (x 2 +l) 


a b 
(x-1) 2 x-l 


c 

x 2 +l 


► Thực hiện: 


• Ta lân lượt tìm lim của các biểu thức sau : 

\2 1 


a = Ịjmf(x)(x-l) 2 


c = 


b = lim f (x) —-—^-77 (x — 1 ) = — 7 - 

[ r (x-i)7 2 

• Ta sẽ tìm c như sau : Xét X = 1000 thì: 

\ 

1 a b / 2 . enn x 

7 - 77— - 7- 7 —7 — x 2 +l =500 = ^ 

(x-l) 2 (x 2 +l) (x- 1 ) x-ìỷ > 2 


Kết luận : Ta được : 


1 1 _ 1 X 

(x -1) 2 (x 2 + 1 ) _ 2(x -1) 2 2(x -1) + 2(x 2 + 1 ) 

► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ trình bày như sau : 
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► Lòi giải: Tích phần tông: 
Ta có : 


3 . 3 f 

- ị - ị ị 

= I(x-l) 2 {x 2 + l) dx = ( 2(x^l) 2 2(x-l) + 2(x 2 +l) 


dx 


f _Ị_ 

V 2 ( x ~ l ) 


^ln|x-l|+^ln|x 2 +l| 


1 ln2 
4 4~~ 


Bài 6: Tính Tích Phân: 


-ị- ị* * X + 2x“ + X +1 J 
J(x 2 + i)(x 2 + 2x + 3) 


► Ý tưởng: 

Đặt: 

,. , _ X 3 + 2x 2 + X + 1 _ a b 

(x 2 +l)(x 2 +2x + 3) X 2 +1 X 2 +2x + 3 

► Thực hiện: 

• Ta đã biết i, -I + V 2 Ì lần lượt là nghiệm của X 2 +1 = 0, 

X 2 + 2x + 3 = 0 

• Ta lần lượt tìm lim của các biểu thức sau : 

a = limf(x)Ịx 2 + l) = -0,25 + 0,25i 

b = lim _ f (x)íx 2 + 2x + 3 ) = 1 +1,060660172Ĩ 

[ xT-1+x/ã v A ' 

\ 11. -1 + x 

! 444 

1, , . 3^2; , . 3(x + l) 3x + 7 

_Ị_ 4 4 4 _ 

Kết luận : Ta được : 

X 3 + 2x 2 + X + 1 _ X -1 3x + 7 

(x 2 + l)(x 2 + 2x + 3 ) = 4(x 2 + 1 ) + 4(x 2 + 2x + 3 ) 

► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ trình bày như sau : 

► Lời giải: Tích phần tông: 

Ta có : 
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_ r X 3 + 2x 2 + X +1 _f X — 1 + 3x + 7 

= ] (x 2 + l)(x 2 + 2x + 3 ) x = ] ^4(x 2 + 1 ) + 4(x 2 + 2x + 3) y 

-ln(x 2 +1Ì-— arctanx +-lníx 2 + 2x +3Ì+^-arctan ^-(x + l) 
8 v ' 4 8 v ' 2 [ 2 X J 


Tí ln 2 V 2 rr V 2 y/2, 

—— H——+ arctanv2 arctan-— 
16 2 2 2 2 


)) 


THỦ THUẬT 9 : THỦ THUẬT sử DỤNG CASIO ĐÊ 

GIẢI BẤT ĐẲNG THỨC 


Bài 1: Cho a,b,c >0 và a + b + c = 3 . Tìm GTLN của: 

4a 2 + 1 4b 2 +1 4c 2 +1 

p= , — + , ' + , 
a 3 + 1 b 3 +1 c 3 +l 


► ý tưởng: 

Ạ 2 ị 

Ta cần tìm k,m sao cho: ——— <ka + m vói mọi a>0. 

a +1 

Dấu bằng khi và chỉ khi a = a 0 = 1. 

Để tổng quát vấn đề, ta cần tìm k,m sao cho 

f(x)<mg(x)+k hoặc f(x)<mg(x)+k vói mọi X 
Khi đó k,m sẽ là nghiệm của hệ phuong trình sau : 

f ( x o) = k g( x o) + m 
, f '( x o) = k 'g( x o) 

Vói X = x 0 là điểm roi. 

► Thực hiện: 


Ta sẽ tìm k một cách nhanh chóng bằng cách : 

1 


k = “T 
dx 


^ 4x 2 +0 


X=1 


Và m sẽ đuợc tìm bằng cách : 


m = 


4a 0 +1 
a 0 3 +1 

Vói a n = 1 là điểm roi của bài toán 


ka n = - 
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Ta sẽ phân tích thành nhân tử 


4a 2 +l a + 9 
a 3 +1 4 


để chứng minh nó 


không dương với mọi a > 0. 


Kết luận : Ta luôn có: 

4a 2 + 1 a + 9 _ (a 2 +lla + 5)(a-l) 2 
a 3 +1 4 ” 4(a 3 +l) 


< OVa > 0 


► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ làm tương tự với b, c rồi cộng lại là ra đáp án : 

► Lời giải: Bất đẳng thức: 

Ta có : 


4a 2 +l a + 9 (a 2 +lla + 5)(a-l) 2 4a 2 +l a + 9 

, - - 7 - \ -— <Va>0^> ~ <— — 

a +1 4 4(a +l) a +1 4 

, 4b 2 +1 b + 9 „ 4c 2 +1 c + 9 

Chứng minh tương tự ta có —~r —— < ——— và —T—— < —-—, suy ra: 


b +1 


c 3 +l 


„ 4a 2 +l. 4b 2 +l. 4c 2 +l a + 9 . b + 9 . c + 9 15 

p= , ' + , + , - —- = C- 

a 3 +l b 3 +1 c 3 +l 4 4 4 2 

Vậy P max = ^ khi và chỉ khi a = b = c = 1 


Bài 2: Cho a,b,c > 0 . Chứng minh rằng: 

2 a 3 -b 3 _ 2b 3 -c 3 _ 2c 3 -a 3 ^a + b + c 

———- - + -— -— + ——-——- < ——- 

2a 2 +ab + b 2 2b 2 +bc + c 2 2c 2 + ca + a 2 4 


► ý tưởng: 

Ta cần tìm k,m sao cho: 

mọi a = xb. 

► Thực hiện: 


2a 3 - b 3 


2a 2 +ab + b 2 


< ka + mb 


2x 3 -1 
2x 2 + X + 1 


< kx + m với 


Ta sẽ tìm k,m bằng cách : 


k = “T 
dx 


2x 3 -1 
2x 2 + X +1 


X=1 


19 

16 


2x 0 -1 , 15 

m = T 9 - 7 - kx 0 =- — 

2x 0 2 +x 0 + 1 16 


Ta sẽ phân tích thành nhân tử 


2a 3 - b 3 


2a +ab + b 


19a-15b 

16 


Kết luận : Ta luôn có: 
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SWa,b>0 

2a + ab + b 16 ló(2a * 2 + ab + b 2 J 

2a 3 -b 3 19a-15b 

2a 2 +ab + b 2 16 

► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ làm tương tự vói b, c rồi cộng lại là ra đáp án : 

► Lời giải: Bất đẳng thức: 

Ta có : 

- 19a - 15b =- ( 6 ;+ b)(a =LL <Q Va ,b>0 

2a + ab + b 16 ló(2a 2 + ab + b 2 j 

_ 2a 3 -b 3 19a-15b 

2a 2 + ab + b 2 16 
Chứng minh tương tự ta có : 

2b 3 -c 3 19b-15c h 2c 3 -a 3 19c-15a 

2b 2 +bc + c 2 16 2c 2 +ca + a 2_ 16 

Suy ra: 

2a 3 -b 3 _ 2b 3 -c 3 _ 2c 3 -a 3 ^a + b + c 

-0 -— H---— H---— — < ———-. 

2a 2 +ab + b 2 2b 2 +bc + c 2 2c 2 +ca + a 2 4 


Bài 3: Cho a,b,c > 0 thỏa mãn abc = 1 . Tim GTNN của: 

p_ a 2+ l b 2 +l c 2 +1 
a(a + l) 2 b(b + l) 2 c(c + l) 2 


► ý tưởng: 

Ta thấy lnabc = lna + lnb + lnc nên ta tìm k,m sao cho : 

a 2 +1 11 _ 

——- > k ln a + m 

a(a + l) 2 

Dấu đẳng thức khi a = 1. 

► Thực hiện: 

• Tương tự bài toán trước, ta tìm được k = - ^ và m = — . 

2 ị J ị 

• Ta cần chứng minh f (a) = —y ——- + ^lna-4->0Va>0 

a(a + l) 2 2 
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Kết luận : Ta sẽ chứng minh f(a) = a + 1 + ^-lna - ^ > OVa > 0 

a(a + l) 2 2 

► Phân tích hướng giải: 

Ta chứng minh bằng đạo hàm là cách tốt nhất: 

► Lời giải: Bất đẳng thức: 

rn f 1 aP 4-V\ 

Ta có bo đe : 

f (a) = - a + * * - + ^-lna-^>0Va>0 
a(a + l) 2 2 2 

Chứng minh : 

a 3 -a 2 +3a + l 1 _(a-l)(a 3 + 2a 2 +7a + 2j 
(a + l) 3 a 2 + 2ã~ 2(a + l)V 

Vậy f '(a) = 0 <íí> a = 1 và f '(a) đổi dấu từ âm sang duong khi đi qua 1 
Suy ra f(a)>f(l)=0 (đpcm). 

Chứng minh tu ong tự, suy ra: 

_ a“ +1 b" +1 c- +1 3 1/1 11 1 \ 3 lnabc 3 

p = ——— T + ——— T + ——— T >^-^lna + lnb + lnc) = ^-—— = ^ 

a(a +1) 2 b(b + l) 2 c(c + l) 2 2 2 V J 2 2 2 

Vậy p min = 2^ a = b = c = 1 


Bài 4: Cho a,b,c > 0 thỏa mãn a + b + c = 3 . Chứng minh rằng: 

2 . 1 2 . 2 ^ 1 1 1 

a + b + c ^ Y + ~7T H- 7T 

a 2 b 2 c 2 

► Ý tưởng: 

Ta cần tìm k,m sao cho a 2 - \ < ka + m 

a 

► Thực hiện: 

• Tuong tự bài toán truóc, ta tìm đuợc k = 4,m = -4. 

• Ta cần chứng minh f (a) = a 2 - < 4a - 4 

a 

0 1 (a 2 -2a-l)(a-l) 2 

• Tuy nhiên a 2 - -y < 4a - 4 <^> --—-< 0 . 

a a“ 

• BĐT này chỉ đúng nếu 0 < a < 1 + V 2 


Kết luận : Ta sẽ chia các truòng hợp để áp dụng : 
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< 4a — 4 <=> 


(a 2 -2a-l)(a-ự 


<0 


► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ làm như sau : 

► Lời giải: Bất đẳng thức: 

Không mất tính tổng quát giả sử a > b > c 
THI: a>b>c>l + V 2 thì vô lý 
TH2: a > b > 1 + V 2 > c thì vô lý 

TH3: a>l+V2>b>c thì 2c<b + c = 3-a<2-V 2 suy ra c < 
b<b+c=3-2<2-V2 

Dễ thấy f(a) đồng biến trên (0,+co) nên ta có: 


2 -V 2 


. Còn 


f (a) + f (b) + f (c) < f (3) + f (2 - V 2 ) + f 


2 -V 2 


= ^- 10^<0 
9 


TH4: 1 + V 2 > a > b > c thì a 2 —- < 4a - 4 <=> 


Ịa 2 -2a-lj(a-lý 
a 2 


< 0 luôn 


đúng 

Vậy f(a) + f(b) + f(c) < 4(a + b + c) -12 = 0 
Tóm lại BĐT được chứng minh 


Bài 5: Cho x,y,z > 0 thỏa mãn 2x + 4y + 7z = 2xyz. Tìm GTNN của: 

p=x+y+z 

► Ý tưởng: 

Nếu bạn đọc đã từng xem đáp án chính thức, lời giải của bài toán này rất 
khó để thực hiện. Tuy nhiên, chúng ta có cách khác dễ dàng hon rất nhiều 
chỉ cần sử dụng máy tính CASIO. 

Ta sẽ đi tìm điểm roi của bài toán. Cách tìm điểm roi bằng phưong pháp 
nhân tử Lagrange. 

► Thực hiện: 

• Xét hàm f(x,y,z) = x + y + z + k(2x + 4y + 7z-2xyz). Ta có hệ: 















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


l + k(2-2yz) = 0 
l + k(4-2xz) = 0 
1 + k(7 - 2yx) = 0 
2x + 4y + 7z = 2xyz 


xy = 


yz 


zx 


l + 7k 
2k~ 

1 + 2k 
2k 

l + 4k 


2.4.7 „ 

— + — + — = 2 
yz xz xy 


4k 8k 14k „ , 1 

_ - = 2 => k = 3 
1 + 2k l + 4k l + 7k 8 


• Từ đó ta được xy = ^-,yz = 5,zx= 6 hay (x,y,z) 


ì,ị,2 

V 2 


Kết luận : Điểm rơi của bài toán là (x,y,z) 


í 




3,^,2 

V 2 J 


► Phân tích hướng giải: 

Ta sẽ áp dụng bất đẳng thức Cauchy với điểm rơi có sẵn : 

► Lời giải: Phương pháp nhân tử Lagrange: 

Ta có : 

X ( o o X 


p = 


f 7 . 7 _ 105 ^1 / 

— X + — y + ——- + 
12 10 7 8xy 


5 5 _ 15 

--X + ^z + -—— 

V12 8 2xz J 


+ 


3 . 3 _ . 15 

— y + -z + —— 
10 8 4yz 


. 15 

+ — 1 

4 


^ ,7 7 105 . „ /5 5 15 . 0 3 _ 3 15 . 15 15 

> 33 d-x• d-y •—— + 3ỈH-X■ -z •-— + 3,3 -—y • ^z•—— + — = tỊ. 
4Í 12 10 8xy V12 8 2xz V10 8 4yz 4 2 


Vậy p min = ^^( X 'y' Z )=Í 3 Ặ2 

L V z 


































